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Prólogo 


Este libro, dedicado al estudio de sistemas algebraicos, tiene por fin servir de complemento a los 
textos corrientes o bien ser utilizádo como texto, por sí solo, en cursos de álgebra abstracta moderna 
a nivel medio y superior. Como tal, su propósito, más que ofrecer un estudio en profundidad de uno o 
más sistemas algebraicos, es proporcionar sólidos fundamentos para cl ulterior estudio de toda una 
serie de ellos, 

En los dos primeros capítulos se trata de los componentes fundamentales de los sistemas algebraicos 
—conjuntos de elementos, relaciones, operaciones, aplicaciones—. El plan del libro ha quedado asi 
establecido. 

1) presentación concisa del tema, 

2) amplia variedad de ejemplos, 

3) demostraciones de la mayoría de los teoremas entre los problemas resueltos, 
4) una serie de ejercicios propuestos cuidadosamente escogida. 

El Capítulo 3 comienza con los postulados de Peano para los números naturales, a los que sigue 
la interpretación de los diversos sistemas de números algebraicos y se completa con la deducción de 
sus propiedades más sobresalientes. Siguiendo este orden de exposición no solamente se introduce al 
lector en el desarrollo detallado y riguroso de estos sistemas de números, sino que se le provee de la prác- 
tica necesaria para la deducción de propiedades de los sistemas abstractos que siguen a continuación. 

El primer sistema algebraico —el grupo— se estudia en el Capítulo 9. Se examinan las clases late- 
rales según un subgrupo, los subgrupos invariantes y sus grupos cocientes; y el capítulo termina con 
el teorema de Jordan-Hólder para grupos finitos. 

Los Capítulos 10-11 tratan de los anillos, dominios de integridad y cuerpos. Á continuación, en 
el Capítulo 12, se estudian los polinomios sobre anillos y cuerpos a la vez que algunos conceptos de la 
teoría elemental de ecuaciones. En todos estos capítulos se presta mucha atención a los anillos finitos. 

El Capítulo 13 trata de los espacios vectoriales, El álgebra de las transformaciones lineales en un 
espacio. vectorial de dimensión finita conduce naturalmente al álgebra de matrices (Capitulo 14). Las 
matrices se emplean, pues, para resolver sistemas de ecuaciones lineales y proporcionar así soluciones 
más simples a ciertos problemas relacionados con los espacios vectoriales. En el Capítulo 15 se tratan 
los, polinomios de matrices como un ejemplo de anillo de polinomios no conmutativo. Se define luego 
el polinomio característico de una matriz cuadrada sobre un cuerpo. Las raíces características y los 
vectores invariantes asociados de las matrices simétricas reales se utilizan para reducir las ecuaciones 
de las cónicas y de las superficies cuádricas a la forma canónica. En el Capítulo 16 se definen formalmente 
las álgebras lineales y se consideran brevemente otros ejemplos. 

En el capítulo final se exponen las álgebras boolianas y se indican las importantes aplicaciones que 
tienen en circuitos eléctricos simples. 

El autor aprovecha esta oportunidad para expresar su agradecimiento al personal de 1. 
Publishing Company, en especial a Jeffrey Albert y a Alan Hopenwasser, por su cooperació 
dicional. 
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Conjuntos 
CONJUNTOS 


Cualquier colección de objetos como (a) los puntos de un segmento dado, (») las rectas que pasan 
por un punto en el espacio ordinario, (c) los números naturales menores que diez, (d) los cinco chicos 
Rodríguez y su perro, (e) las páginas de este libro..., se dice un conjunto o clase. Los puntos. las rectas, 
los números, los chicos y el perro, las páginas..., se dirán elementos de los conjuntos respectivos. Por 
lo general, los conjuntos se denotan con letras mayúsculas y los elementos cualesquiera de los conjuntos 
se denotan con minúsculas. 

Sea A un conjunto dado y sean p y q ciertos objetos. Si p es un clemento de A, se indicará esto es- 
cribiendo p' e A; si tanto p como q son elementos de A, se escribirá p, q e Aen vezdep e Ayg ed: 
cuando q no es elemento de A, se escribe q 4. 

Si bien en gran parte de nuestro estudio no tendrá nada que ver:el tipo de los elementos, en muchos 
de los ejemplos y problemas aparecen naturalmente conjuntos de números. Por comodidad. se reser- 
van desde ahora. 


N para denotar el conjunto de todos los números naturales 
Z para denotar el conjunto de todos los enteros 

O para denotar el conjunto de todos los números racionales 
R para denotar el conjunto de todos los números reales 


Ejemplo 1: (a) Le N y 205€ N puesto que | y 205 son números naturales; $, —5é N ya que ] y —5 no 
son múmetos naturales. 

(6) El símbolo e indica pertenencia y puede leerse «en», «está en», «están en», «elemento 
de» según el contexto. Así, «Sea r € Q» puede leerse como «Sea r elemento de O»: y «Para 
cualesquiera p, q e Z» se puede leer «Para cualesquiera p y g en Z». Esoribiremos a veces 
n+0eZ en vez den +0.1€ Z: también p + 0.q€ Z en vez de p.9€Z con p +0, 


Los conjuntos que se van a introducir aquí serán siempre bien definidos, esto €s, que siempre será 
posible determinar si un objeto dado pertenece o no a un cierto conjunto. Los conjuntos del primer 
párrafo vienen definidos por enunciados precisos en palabras. A veces se da un conjunto en forma 1a- 
bular, escribiendo sus elementos entre llaves, por ejemplo: 


A = [aj es el conjunto que consta del solo elemento a. 

B= (a,b) es el conjunto que consta de los elementos a y bh. 

€ = (1,2,3,4) es el conjunto de números naturales menores que 5. 

K=(2,4,6....) es el conjunto de todos los números naturales pares. 

E=f..., —15, —10, —5, 0, 5, 10, 15...) es el conjunto de todos 
los enteros divisibles por 5, 


Los conjuntos C, K y £, dados antes. se pueden definir también como sigue: 


C=dxix eN.ox< 5) 
K= (xix eN, x es par) 
L=Íx: x eZ. x es divisible por 5) 
Aquí cada conjunto consiste en todos los objetos x que satisfacen las condiciones que siguen a los dos 


puntos. 
Véase Problema 1 


2 CONJUNTOS [CAP. 1 


Conjuntos iguales 


Cuando dos conjuntos A y B constan de los mismos elementos, se dicen iguales y escribiremos 
= B. Para indicar que 4 y B no son iguales, escribiremos A + B. 

Ejemplo 2: (iy Si 4 = [María, Elena, Juan) y 2 = (Elena, Juan, María), entonces A == B. Obsér- 
vese que una variación del orden en que se presentan los elementos de un conjunto no 
tiene influencia. 

(ii) Si 4=(2,3,4) y 2 = (3,2,3,2,4), es A = B, pues cada elemento de A está en B y 
cada elemento de B está en A. Chsérvese que un conjunto no se altera por que se tepi- 
tan uno O más elementos suyos. 

(ii) Si 4= (1,2) y B=(1,2,3, 4), entonces A + B porque 3 es clemento de B pero 
no de A. 


SUBCONJUNTOS DE UN CONJUNTO 


Sea $ un conjunto dado. Se dice de cualquier conjunto A cada uno de cuyos elementos es también 
elemento de S, que está contenido en S y se le llama subconjunto de S. 
Ejemplo 3: Los conjuntos 4 = (2), 2= [1,2.3) y € = (4,5) son subconjuntos del S = 1, 2,3,4, 5). 
También D= 41,2, 3, 4, 5) = $ es subconjunto de $. 


El conjunto E = [1.2,6) no es subconjunto de $ puesto que 6€ E pero 645. 
Sea A un subconjunto de S. Si A=S se dice que A es un subconjunto propio-de-S-y-se escribe 
A CS (léase «A es subconjunto propio de S». o bien «4 está propiamente contenido en S»). Más fre- 
cuentemente, y en particular cuando no se excluye la posibilidad A = S, escribiremos A C S (léase 
«A es subconjunto de S» o bien «A está contenido en S»). De todos los subconjuntos de un conjunto 
dado S, solamente S mismo es impropio, es decir, no es subconjunto propio de S. 
Ejemplo 4: Parz los conjuntos dei Ejemplo 3 se puede escribir AC 5, BCS. CCS,DCS, ECTS. 
Los enunciados precisos son, desde luego, ACS, BES. CES, D=S,ETS. 
¡Nótese bien que e vincula un elemento y un conjunto, en tanto que C y C vinculan dos 
conjuntos. Asi, 2€ S y (2) CS son enunciados correctos, pero 2. S y (2) € S no lo son. 
Sea A un subconjunto propio de S. S contiene, pues, los elementos de A junto con ciertos elementos 
que no están en 4. Todos estos últimos elementos, o sea los que no están en A, Constituyen otro subcon- 
junto propio de S que se llama complemento del subconjunto A en S. 
Ejemplo 5: — Para el conjunto S= (1,2,3,4, 5) del Ejemplo 3, el complemento de A = (2) en S es 
F= (1,3.4. 5). Asimismo, B = (1,2, 3) y C = (4, 5) son subconjuntos complementarios en S. 


En nuestra discusión de los subconjuntos complementarios de un conjunto dado se da por senta- 
do que estos subeonjuntos son propios. La razón es que, hasta aquí, hemos estado dependiendo de la 
intuición en lo'que respecta a los conjuntos; es decir, que hemos supuesto tácitamente que todo con- 
junto debe tener al menos un elemento. Para librarnos de esta restricción (y también para que el sub- 
conjunto impropio S de S tenga complemento) introducimos el conjunto vacio o nulo 2) como el con- 
junto que carece de elementos. Se sigue fácilmente que 


(1) es subconjunto de todo conjunto $. 
(ii) L es subconjunto propio de todo conjunto S + H. 
Ejemplo 6: [tos subconjuntos de $ = fa. b.c] son: lal, fal. (cl. la.bl, lao), bd. Tab. y D7 
5s pares de subconjuntos complementarios son: . 
la.b.c) y Y (ad) y lo 
ta,ej y (0) lb.cj y (a) 


Hay un número par de subconjuntos y, por tanto, un número impar de subconjuntos propios 
de un conjunto de 3 elementos, ¿Es esto cierto para un conjunto de 303 elementos? ¿ De 303 000 
elementos? 


CONJUNTOS UNIVERSALES 


Si U + £ es un cierto conjunto cuyos subconjuntos están en consideración, suele decirse que el 
conjunto dado es un conjunto universal. 


CAP. 1] CONJUNTOS 3 


Ejemplo 7: — Sea la ecuación 
(a+ 1)Qx — 3Bx + MM — 2 + 1)=0 

cuyo conjunto solución, es decir, e! conjunto cuyos elementos sor las raíces de la ecuación. es 

S= [1,32 4/3. /2 —/2 ¡.—1 si el conjunto universal es el conjunto de los núme- 

ros complejos. No obstante, si el conjunto universal es¿R, el conjunto solución es 4 = 


VE 1. ¿Cuál es el conjunto solución si el conjunto universal es O? 


Si, por el contrario, se nos dan dos conjuntos A = (1,2,3) y B = (4,5. 6,7] y nada más, sabe- 
mos poco del conjunto universal U del cual aquéllos son subconjuntos. Por ejemplo, U podría ser 
11,2,3,.....7), Lex eN, Y <1000), N, Z,.... No obstante, cuando se trata de ciertos conjuntos 
A, B, C,..., siempre los consideraremos como subconjuntos de cierto conjunto universal U no ne- 
cesariamente definido de manera explicita. Con respecto a este conjunto universal, los complementos 
de los subconjuntos A, B, C, ..., se denotarán A'. B', C',..., respectivamente. 


INTERSECCION Y UNION DE CONJUNTOS 


Sean A y B conjuntos dados. El conjunto de todos los elementos que pertenecen tanto a A como 
a B se llama intersección de A y B. Se le denotará por 4 (7 B (léase «intersección de A y B» o bien «A 
intersección B», O aún «A inter B»). Así, pues, 


ANB=(x:x ed yx eB) 


El conjunto de todos los elementos que pertenecen ya a A, ya a B, ya a ambos A y B se llama unión 
de A y B. Se le denota por A U B (léase «unión de A y B», o bien «4 unión B»). Así que, 


AUB=jx:x efox eBox e4NMB) 


Escribiremos más a menudo, sin embargo, Do A 
o s 
AUB=1x: xe4 o xeB) a 
Que da lo mismo, ya que todo clemento de 4 (1 Blo es de A. pl 
Ejemplo 8: 5,8. 10]; entonces AUB= [1 4.5,8.10) y 


Véanse también los Problemas 2. o 


andisj ino ticnen ningún clem: 
Enel el Ejemplo 6, cada dos de los conjuntos a, [6), [ej son dis ntos; asimismo, los cor juntos 
fa. b) y fc), los fa, c) y (6) y los conjuntos $6,c) y (a) son disjuntos. 


DIAGRAMAS DE VENN 

Complemento, intersección y unión se pueden representar mediante los diagramas de Venn. En 
los diagramas de abajo el conjunto universal U está representado por puntos (que no se indican) en el 
interior de un rectángulo y cualquiera de sns subconjuntos no vacios por puntos dentro de las curvas 
cerradas. (Para evitar confusión, convendremos en que ningún elemento de U está representado por 
un punto del contomo de alguna de estas curvas.) En la Fig. 1-1(a), los subconjuntos A y B de U son 
tales, que 4 C B;en la Fig. 1-1(b), AN B= JD; en la Fig. 1-1(c), Ay B tienen al menos un elemento 
común, de modo que AB + Z. 


n | 
O Oo O 


(a) (b) (e) 


7 El 


4 CONJUNTOS [CAP. 1 


Supóngase ahora que en el diagrama anterior sc sombrea el interior de U exceptuando el interior 
de 4. En cada caso, el área sombreada representará el conjunto complementario A” de A en U. 

La unión 4 U B y la intersección A A B de los conjuntos A y B de la Fig. 1-1(c) se representan 
por el área sombreada en las Figs. 1-2(a) y (6), respectivamente. En la Fig. 1-2(a), el área no sombrea- 
da representa (4 U BJ, complemento de 4'U B en U; en la Fig. 1-2(b), el área no sombreada repre- 
senta (4 Nr] BJ. De estos diagramas, como también de las definiciones de U) y (Aj. se desprende claramen- 
te que AUB=BUYA y ANB=BNA4. 


Véanse Problemas 5-7. 


U 


(a) (6) 
Fig. 1-2 


OPERACIONES CON CONJUNTOS 


Además de la complementación. unión e intersección, que llamaremos operaciones con conjun- 
tos, definimos: 


La diferencia A — B. en ese orden. de dos conjuntos A y 8 es el conjunto de todos los elementos 
de A que no pertenecen a B, esto es. 


ES A=B=lx:xe4. xe Bj 

En la Fig. 1-3. 4 — B se representa por el área sombreada y 

B— A por el área de doble rayado. De aquí se sigue 
A=B=ANB'=B'-4' 
A=B=9Y si, y solo si, ACB 
A=B=B=A si, y solo si, A = 
A=B=A si, ysolosi. ANB= 


Qu» 


Fig. 1-3 


Ejemplo 9: Demostrar: (a) 4— B=AMB'=B'- 4% 16) 4 B=Q si. y solamente si, AC B: 
(0) A B=A si, y solamente si. AM B=D. 


AV la) A-B=ixixed xeBp=ix:xe A y xeBh= AMB 
Ñ = hu xe a, xeB)=B 4 
A [ya Js g) 01 Supóngase A — B= D. Entoñces. por (a). AB =D. esto es 4 y 8' son disjuntos. 


Ahora bien. B y B' son disjuntos: luego. como BY 8' =Ú, se tiene ACB. 

Reciprocamente, supóngase 4 CB. Entonces 4MB'=D. y A—B=G 
(c) Supóngase 4 — B= A. Entonces AM B'= A, esto es. AC 8" Luego. por (b). 
X AMB) =ANB=8D 


Reciprocamente, supóngase A) B= 9. Entonces 4 - B'=B.ACB,ANB'=4 
») 
| y A=B=A 


En los Problemas 5-7 se han empleado diagramas de Vemn para ilustrar algunas propiedades de 
las operaciones con conjuntos. Por ejemplo. la Fig. 1-3 sugiere que 


(4 — BLU IB 14) = (4U 8) - (40 B) 


Hay que entender, no obstante. que si bien cualquier teorema o propiedad se puede ilustrar con un dia- 
grama de Venn, ningún teorema se puede demostrar con el diagrama. 


CAP. 1] CONJUNTOS 5 


Ejemplo 14: Demostrar: (4 B)U (B=4)=(4U B)-(4N B). 

La demostración consiste en probar que todo elemento de (4 — B)U (B — A) es ele- 
mento de (41 B) — (4 N) B) y, recíprocamente, que todo elemento de (4 U B) — (4 M1 B) 
es elemento de (4 — B)U (B — 4). Cada paso se da a partir de una definición previa y se 
deja al lector la justificación de ellos. 

Sea xe (4 — BIU(B — 4): entonces xe A— Bo bien xeB— A. SixeA—B, se 
sigue que x€ A pero x€ B:sixeB— A, es x€ B pero xg A. En cualquier caso, e AU B 
pero xé AN B. Luego, xe(4U B)- (AN B) y 


(4— BIU(B- AICA UB) (4NB) 


Reciprocamente. sea xe(4U B)— (4 (MB); entonces xe AU B pero xg AMB. 
Ahora bien, o es xe A pero x€ B, es decir xe A — B, o bien x€ B pero x € A, es deci 
xeB-— A. Por tanto, xt (A — BJU(B- AJy (AUB)- UNB)ICIA — BIUIB— A). 

Porúltimo, (4 — BLU (8 — A) C (MU B)— (4 N BIy (AU B)— (AMB)IC (4 — B) 
> U (B — A) implican (4 — BJU(B= 4)=(4U8)— (4NB). E 


Para referencia posterior, damos aqui una lista de las leyes más importantes que rigen las opera- 
ciones con conjuntos. Aquí, los conjuntos A, B, C son subconjuntos de U, el conjunto universal. 


a] 
LEYES DE OPERACIONES CON CONJUNTOS 

AD (AY =A 
12) g=U a) U=p Mai Y yr 
(13) AA =GB A-D=A, A-B= ANB' >, LP 
00 Ava =A 04) CANU =A e 
(13) AuvU = U (15) Ang a 
(15) ALA =A as) Ana = A PEÑA 
AD ALA =U UT) ANA =4 

Leyes asociativas 
(18) (AUB)JUC = ALIBUC) (18) (ANBINC = AN(BNC) 

Leyes conmutativas 
(19) AUB=BUA . (9) ANB=BNA 

Leyes distributivas 
(10) AV(BOC) = (AUBIN(ALC) (1.10) AM(BUC) = (ANMBIU(ANC) 

Leyes de De Morgan 
(AD (4UBr = AB" (4) (ANBY = A'UB' 
(12) A (BUC) = (A-BIN(AC) (112) A (BNC) = (A- B)U(A—C) 


Véanse Problemas 8-16. 


CONJUNTO PRODUCTO 
Sean A = (a,b) y B= (b,c,d). El conjunto de pares ordenados distintos 
C= (la, b). (a, cj, (a, d), (b, 6), (b,c), (6,4) 


en que el primer componente de cada par es un elemento de 4 en tanto que el segundo es un elemen- 
to de B, se llama conjunto producto C = 4 x B (en ese orden) de los conjuntos dados. Así que. si 4 y E 
son conjuntos cualesquiera, definimos 


Ax B= yx e4.y €B) 
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Ejemplo 11: — Identificar los elementos de X' =< (1,2. 3) como coor- ju 
denadas de puntos sobre el eje x (véase Fig. 1-4) con== 4 
siderado como escala numérica, y los elementos de 


. 
an 2. 


Y =/1,2,3,4] como coordenadas de puntos Sobre 3l .. o. 
el eje » considerado como escala numérica. Entonces los AS 
elementos de Xx Y son las coordenadas rectangulares 2 ... 


delos 12 puntos indicados. De igual manera, si X= Y = do 


N, el conjunto X x Y es el de las coordenadas de todos 
los puntos del primer cuadrante que tienen coordenadas 
raturales = 


e 
DD 


APLICACIONES 


Considérese el conjunto H = (hy, hz, fix, ..-, hi9) de todas las casas de una manzana que dan a 
la calle Mayor y el conjunto C= [t,. Cz €... (39) de todos los niños que viven en la manza- 
ña en dicha calle. Parece natural asociar cada niño de C con la casa de H en la cual vive ese niño. Su- 
pongamos que se tiene así asociados c, con hz, cz COn his. 3 CON h,, c4 COn hs, Cs CON hig, - . - . C30 CON hz. 
Una asociación semejante de elementos o correspondencia entre elementos de C y H se dice aplicación 
de Cen H. El elemento único de H asociado con cualquier elemento de C se llama imagen de aquel ele- 
mento (de C) en la aplicación. 

Se presentan dos posibilidades en esta aplicación: (1) todo elemento de H es imagen, esto es, en 
cada casa vive por lo menos un niño; (2) al menos un elemento de H no es imagen, es decir, al menos 
en una casa no viven niños. En el caso (1) diremos que la correspondencia es una aplicación sobreyec- 
tiva de C en H, o que se trata de una sobreyección de C en H o bien, simplemente, que se tiene una apli- 
cación C sobre H. Así, pues, la presencia del «sobre» indica que en la aplicación todo elemento de H 
es imagen. En el caso (2), se dice que la correspondencia es una aplicación de C en H simplemente, pero 
cuando se dice que «z es una aplicación de A en B» no se excluye la posibilidad de que a sea efectiva- 
mente una aplicación de A sobre 8. Solo cuando se precise distinguir entre dichos casos habrá que es- 
cribir «a es una aplicación de A sobre B» o bien «x cs una aplicación de A en B, pero no sobre B». 

Una aplicación « de un conjunto en otro se puede definir de varias maneras. Por ejemplo, la apli- 
cación de C en H anterior se puede definir enumerando los pares ordenados 


a = [ley ha), (02, his), (03, hi2), (Ca, lts), (05 Mia), > + (0390 Ba) 
Se ve ahora claro que « es simplemente un cierto subconjunto del conjunto producto C x H de C y H, 
Así que definimos: 
Una aplicación de un conjunto 4 en un conjunto B es un subconjunto de 4 x B, en el cual 


cada elemento de 4 aparece una vez, y solo una vez, como primer componente en los elementos del 
subconjunto. 


En toda aplicación « de A en B, el conjunto A se llama dominio de definición y el conjunto B se llama 
codominio de a. Si la aplicación es sobreyectiva, B se llama también dominio de imágenes de «; en otro 
caso, el dominio de imágenes de x es el subconjunto propio de B formado por las imágenes de todos 
los elementos de A, 

Una aplicación de un conjunto A en un conjunto B también se puede poner de manifiesto median- 
te una flecha > que vincule los elementos asociados. 


Ejemplo 12: Sean 4 =(0,b,c) y B= (1,2). Entonces 
a ad b>2,06>2 
5 es una apficación de 4 sobre B (cada elemento de Bes imagen). en tanto que 
B:io1>0,2=b 


es una aplicación de B en A, pero no sobre 4 (no todo elemento de A es imagen). 
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En la aplicación a, A es el dominio de definición y B es el codominio y también el domi- 
nio de imágenes. En la aplicación f, B es el dominio de definición, 4 es el codominio y 
C = (a,b) CA es el dominio de imágenes. * 

Si es corto el número de elementos que intervienen, se pueden utilizar ventaj 
te los diagramas de Venn. La Fig. 1-5 muestra las aplicaciones a y f de este ejemplo. 


O e 


a A 
Fig. 1-5 


Una tercera manera de denotar una aplicación viene en el 
Ejemplo 13: Considérese la aplicación a de N en sí mismo, es decir, de N-en N, 
de a: 1+3,2>+5,3>7,4>9 ... 
o más brevemente, aon>2n+1,neN 
Una aplicación semejante se definirá con frecuencia así: 


la=3,2=5,30=7,40=9... 


o. más brevemente, aom=21+1,neN 


Aquí es N el dominio de definición (también es el codominio), pero no es el dominio de imá- 
genes de la aplicación. Este es el subconjunto propio M de N dado por 


Mo = (rx: +=2n+1,1EN) 
o bien 


Mo= (e: EN, £ impar) 


Las aplicaciones de un conjunto Y en un conjunto Y, especialmente cuando X y Y son conjuntos 
de números, son mejor conocidas del lector como finciones. Por ejemplo, definiendo Y = N y Y = M 
en el Ejemplo 13 y empleando f en vez de a, la aplicación (función) se puede expresar en notación fun- 
cional como 


(1) y = fa) =20+1 


Se dice que aquí y está definida como función de x. Hoy es usual distinguir entre «función» y «función 
de». Así, en el ejemplo, definiríamos la función f por 


f= (2,8): Y=2x+1,0€X) 


o bien 
f = ((x, 20+1): 1€X) 


O sea como el subconjunto particular de Y x Y determinado por la «regla» (i), considerando ésta como 
tal. En gran parte de este libro diremos mejor aplicación que función y así se utilizará poco la notación 
funcional. 

Sea a una aplicación de A en B y sea ff una aplicación de Ben C. Así, pues, el efecto de a es aplicar 
ac AenaxeB y el efecto de B es aplicar au e B en (ax)B e C. El resultado final de aplicar « y en se- 
guida f es una aplicación de A en C que definimos por 


aB: a(aB)=(a0)B, E A 
Diremos que 2f$ es el producto de composición de las aplicaciones « y f£ en ese orden, o que es la aplica- 
ción compuesta de a y ff, Desafortunadamente, la notación no está todavía normalizada, de manera 
que ofi se utiliza a veces para denotar el efecto de la aplicación f seguido de la aplicación a. 
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Ejemplo 14: — Sea 4 =(a,»,c), B=(d.c) C=4f.9,h. 1) y 


, da 
ee =h 


fs des 


Entonces. — of: alafB)=lamf = dB =f, Maf)=eB =h, claB) =h 


Fig. 1-6 


APLICACIONES INYECTIVAS Y BIYECTIVAS 

Una aplicación a — a' de un conjunto A en un conjunto B, se dice aplicación inyectiva de A en B, 
o inyección de A en B, si las imágenes de elementos diferentes de A son elementos distintos de B; si, ade- 
más, cada elemento de B es imagen, o sea, si la aplicación es también sobreyectiva, se dice que esta apli- 
cación es biyectiva, o que es una biyección de A sobre B O hipección entre los dos conjuntos. Anterior- 
mente solía decirse que la aplicación era una correspondencia biwivoca entre los conjuntos 4 y B; esto 
es claro, pues la aplicación a — a' induce una aplicación a' => a de B sobre A y se pueden combinar 
ambas aplicaciones en la forma a a”. 


Ejemplo 15: — (a) La aplicación 2 del Ejemplo 14 no es una biyección de 4 en B llos clementos 5 y c. dife- 
rentes, de A. tienen la misma imagen). 
(6) La aplicación £ del Ejemplo 14 es una inyección de Ben C, pero no es sobreyección (e e C 
no es imagen). 
(e) Sia =(a.b.c,d) y B= lp.q.r.5). 


Moca aopboqesrdes 


y (oa: asrbopeogdos 
son ejemplos de aplicaciones biyectivas entre 4 y B. 


Se dice que dos conjuntos A y B tienen el mismo número de elementos si, y solamente si, existe una 
biyección entre A y B. Se dice que un conjunto 4 tiene n elementos si hay una biyección entre A y el sub- 
conjunto S=(1,2,3,....m) de N. En este caso, se dice que Á es un conjunto finito. 


La aplicación 9 na=2nn EN 


de. N sobre el subconjunto propio M = (x: x € N, x es par) de Nes inyectiva y sobreyectiva, pero aho- 
ra:N es un conjunto infinito; así que se puede definir un conjunto infinito como el conjunto aplicable 
biyectivamente en un subconjunto propio suyo; es decir, entre un conjunto infinito y un subconjunto 
propio del mismo puede haber una biyección. 

Se dice que un conjunto infinito es exumerable si hay biyección entre ese conjunto y el conjunto N' 
de los números naturales. 


BIYECCION DE UN CONJUNTO SOBRE SI MISMO 


Sean axxoxtl Brood yxodxo 5 dxox-1 


aplicaciones biyectivas de R sobre sí mismo. Como para todo x € R 
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af = (2+18 = 3(2+1) 


en tanto que Ifa = (Bue = 3x4 1 
vemos que (i) eb % fa 
No obstante. 1,8 = (206-5)8 = 226 
y Xa(y8) = (1 +ljy8 = Ae+l)—6 = 214 
en tanto que Lay = (141)y = 21 -3 
y He)3 = (24-83) 1 = 2-4 
Asi. pues, (ii) o(y5) = (ay)3 
Ahora bien, tas = (1+1)8 = x 
y ss = (2 Do = % 


O sea, que a seguida de d (o también, d seguida de «) aplica cada x € R en sí mismo. Denotando por 
4 la aplicación idéntica (neutra). 


Inter 


Así que (iii) ad=b= Y 


es decir, que 3 anula el efecto de x (o también, x anula el de 3): En vista de (iii). ó se llama 
aplicación reciproca de a y se escribe d = a" !; también es a la recíproca de d y se escribe a = ¿7!. 
Véase Problema 18. 
En el Problema 19 se demuestra el 


Teorema IL. Si « es una aplicación biyectiva de un conjunto S sobre un conjunto 7, a tiene entonces 
una recíproca única, y al contrario. 
En el Problema 20 se demuestra el 


Teorema II. Si a es una aplicación biyectiva de un conjunto $ sobre un conjunto 7, y f es una apli- 
cación biyectiva de T sobre un conjunto U, entonces es (48)! = f7!+a7!. 


Problemas resueltos 


1, Mostrar en forma tabular (a) A = Ja:a eN,2<a<6), (5) B= [p:p EN, p < 10, pes par], 
lc) O= (xix EZ, 22 +x-6=0). 


la) Aquí A consta de todos los números naturales (a € WN) entre 2 y 6: así, pues, A = (3,4, 5]. 


(6) —B consiste en los números naturales impares menores que 10: de modo que B= [1,3,5.7. 9) 
(c) Los elementos de C son las raices enteras de 2x? + x+6= (2x — 3)x + 2)= 0; asi que € 
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Sean A = (a,b,c,d), B= fa,c,g), C = [c, g,m,n, p). Hallar: 

AUB= (a,b,c,d,9), AUC = (a,b,c,d,9,m,n,p), BUC = (a,c,g,m,n,p); 

ANB= (a,c), ANC = (c), BNC = (c,9); ¡AN(BUC)= (a,c); 

(ANB)UC = (a,c,g,m,n,p), (AUB)NC = [c,9), (ANB)U(ANC) = AN(BUC). 
Sean los subconjuntos K = (2,4, 6,8), L = (1,2,3,4), M = (3,4,5,6,8) de U = (1,2,3,..., 10). 
(a) Poner K', L', M' en forma tabular. (b) Mostrar que (KU LY =K'N L'. 

(a) K'=(1,3,5,7.9,10), L'= (5,6,7,8,9,10), M' = (1,2, 7,9, 10). 

(6) KUL= (1,2,3,4,6,8) y asi (KUL) = (5, 7,9,10). Con lo que K'(L'= [5,7,9,10) = (KUL). 
Para los conjuntos del Problema 2, mosirar (a) (4 U B)U C = AU (BUC) (b) (4 N B)N C= 
An(íBno). 


Como 4UB= fa, b,c.d,g) y C= [c,g,m,n, p), se tiene (4 U B)UC = fa,b,c, d, g, m, n, p). Como 
A = (fa,b,c, d)yBUC= a,c,g,m,n, p), sctiene AU (BU C)= (a, b,c,d,g,m,n, p) = (AU B)UC. 
(6) Como AN B= (a, c), se tiene (4 M B)N C = [c). Como BN C = (e, g), se tiene AM(BNC)= (e) 
=MANBNC. 


En la Fig. 1-1(c), sean C=A(7B,D=AMB',E= BN A' y F= (4 U B)'. Comprobar que: 


la 


(a) (AUB) =A'NB', (b) (AN B)/ =4' UB. 
(a) A'NB' = (EUF)N(DUF) = F = (AUBY 
(b) A'UB' = (EUF)U(DUF) = (EUF)JUD = C' = (ANBy 


Con el diagrama de Venn de la Fig. 1-7 comprobar que: 


(a) E=(ANB)NC' (ce) AUBNC es ambiguo 
(b1) AUBUC = (AUB)JUC = AU(BUC) (d) 4NC”=GUL 
(a) ANB=DUE y C =EUFUGUL; luego 


v 
(ANB)NCO = E EL 
(0) AUBUC=EUFUGUDUHUJUK. Ahora, 2) 
AUB = EUFUGUDUHUJ GD 
y € = DUHUJUK (O) 5 
de modo que 
(AUB)UC = EUFUGUDUHUJUK 0 
= AUBuC 
Asimismo. BUC=EUGUDUHBUJUK y A=EUFUDUH 
con lo que AV(BUC) = EUFUGUDUHUJUK=AUBUC 


(c) AU B () Cse podría interpretar ya como (4 U B)/”) C ya como A U (BN C). Ahora bien, (4 U BJ N-C= 
DUHUJ, mientras que AU(BNC)=AUIDUJ)=4AUJ. Así, pues, AU BON C es ambiguo. 
(dd) A4=GUJUKUL y C'=EUFUGUL; de donde, A"NC'=GUL. 


Sean A y B subconjuntos de U. Ilustrar con diagramas de Venn: AN) B'"= A si, y solo si, 
ANB=PD. 


Supóngase 4) B= £ con referencia a la Fig. 1-1(0). Pero AC B'; luego AN B'= 4. 
Supóngasc A (1 8 + £ con referencia a la Fig. 1-1(c). Pero AT B' luego ANB'+ A. 
Así, pues, AMB'=A si, y solo si, ANB=Y. 


Demostrar que (4 U BJUC =AU(BUC). 


Sea xe (4 U B)U C. Entonces xe 4 U Bo bien x e C, de modo que xe 4 o bien xe Bo bien x€ C. Si 
x€ A, entonces xe AU(BUC); si xe Bo bien xeC, entonces xe BU C y, por tanto, xe AU (BUC). 
Asi, pues, (4U BJUCCAVI(BUC) 


(Av) UC > AU(huc) 
CraBac:A ah pac) 
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9, 


10. 


1 


12. 


3. 


14, 


Sea x e A U (BU C). Entonces x e 40 bien xe BU C, con loquexe AoxeBoxeC.SixedoxeB, 
esxe A U Byentonces x e (4 U B)U C;sixe C,esxe (4 U B)U C. Así que A U(BUCICUAUBUC. 


Pero (4 U BJU CCAUV(BUCIyAUV(BUC)C (4U B)U Cimplica (4 UBUC=AU(BUC) 
como se afirmaba. Así, pues, 4 Y BU C es inequívoco. 


Demostrar: (ANBINC=AN(BNC). 


Sea re(4/MB)MC. Entonces xe AMB y xeC, de modo que xed y xeB y xeC, Como 
xeB y xeC, entonces xeB/(1C; como xeA y xeB/C, entonces xe AM (B()C). Ási, pues, 
MANBNCCANIBNC) 

Sea xe AM (B/N C). Entonces xe A y xeB/(1C, con lo que xe 4 y xeB y xeC. Como xe4 
y xeB, entonces x€ 4 ( B; como xe 4/1 B y xeC, entonces xe (4 () B) NC. Así que AM(BNC) 
CUNBNC y ANB)NC=A NBA C) como se armada. Así, 4 BN C es inequivoco. 


Demostrar: AM(BUC)=(4NB)JU(4ANC). 


Sea xe AM(BUC). Entonces xeA y xeBUC(xeB o xeC) de modo que xeA y xeB 
o xed y xeC. Si xed y xeB, entonces xe AN B y así xe (4 B)U (4 C); de igual modo, 
sixeAyxeC,esxe AN Cyasixe(4 NB) U (4 C). Con lo que AN (BUC)CAN BAN. 

Sea xe(4 (MB) U (ANC), con lo que xe4ANB o xeANC. Si xeA()8B, entonces x€ 4.y 
xe B de modo que xe 4 y xe BUC; análogamente, si xe A C, entonces x€ 4 y xeC con lo que 
xe4A y xeBUC, Asi, pues, xeAN(BUC) y ANBJUMANC)ICANIBUC). Por último, 
ANM(BUC)= (4 MB) U (4 NC) según lo afirmado. — 


Demostrar: (4UB) =4'NB'. 


Sea xs(4U BJ. Como xg4UB, entonces xg A y xréB. Osea, que xeA' y xeB, esto es, 
xeA'MB'; luego (AU B/ CA MB" 

Sea xe A' (MB. Como xe4' y xeB, se tiene xg A y xé B. Entonces xg 4 UB, de modo que 
xe (4 UB); luego 4'M B' C (AU BY. Asi que (4 U BJ = 4' B' como se afirmaba. 


Demostrar: (4ANB)JUC=(4AUCIN(BUC). 
CUMUNB)=(CUAJNICU B) por (1.10), página 5. 
Y entonces A 
ANBJUC =(AUCIN(BUC) por (1.9), página 5. 
Demostrar: A — (B Ú C) = (4 — B)N (4 —C). 


Sea xe A — (BUC). Como xe A y xg BUC, se tiene, xe A pero xé B y xgC. Entonces xe A — B 
y xe A —C, con lo que xe (4 — B)N (A — C) y A—(BUC)C (A — B)N (4 — C). 


Sea xe(4 — B)M (4 — C). Como 'xeA— B y xeA—C, es decir, xeA pero xéB y xéC. 
Se tiene x. A pero xéBULC, asi que x€ A — (BUC) y (4 — BINÍA — C)C A— (BUC), De modo 
que A— (BUC)= (4 — 8) (4 — C) según lo afirmado. 


Demostrar: (4UBINB'=A si, y solo si, AMB= YD. 
Mediante (1.10') y (1.7), página 5, hallamos que 
MAUBNB=(ANBVBOB=ANB' 
Hay que demostrar, pues, que: 4178" =4 si, y solo si,'4N B= Q. 
(a) Supuesto AMB = Y, es ACB”YANB=4. 
(6) Supuesto AN B'=4,es ACB”yYANB=D. 
Asi que (4U B)N B'=A si (por (a)) y solo si (pa b)) AN B=D: 


”. 
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Demostrar: NC Y si, y solo sí Y CY 


li) Supóngase YC Y. Sea y € Y. Entonces y" ¿ X como y € Y; de donde y'eX' y Y EX. 
(ii) Reciprocamenie. supóngase 1" EX, Ahora, por li). (X') (Y) de donde YC Y. 


Demostrar la «identidad (4 — BJ) (B — A) = (4U B) — (4 N B) del Ejemplo 10 usando la 
identidad 4,- B= A (Y B' del Ejemplo 9. 


Tenemos 


(A=B)JU(B=A) = (ANB)U(BNA) 


= [(AOB)U BONA O0B)UA' por (110), página $ 
= [AUB)N(BUBO MALA) O (BuAN por (1.10) 
= (MLB AUN UN(B UA] por (1.7) 
= (AUB)JO(BVA') por (14) 
= (AUBIN(A'UEB) por (1.9) 
= (AUBIN(ANB) por (1115) 


= (AUB)-(AN8) 
Demostrar que dos segmentos cualesquiera tienen tantos puntos el uno como el otro. 


Sean los segmentos AB y 4'B' dela Fig. 1-8, Vamos a demostrar que A € ____B 

siempre es posible una biyección entre ambos. Llamando P la imtersec- 

ción de AB" y BA". dado cualquier punto C de AB sea C' la intersección 

de CP con 4'B'. La aplicación 

Coco 
es la biyección buscada, pues cada punto de AB tiene una imagen única 
en A'B' y cada punto 4%" os la imagen de un único punto de AB. as 
Aé e ” 
Fig-1-8 


Demostrar: (a) x => x + 2 es inyección. pero no sobreyección, de N en M. (6) x > 3x —2 es 
biyección de Q sobre O. (0) x=» x* —- 3x2 — y es sobreyección de Ren R pero no inyección. 


(e) Está claro que x + 2e N si xe W. La aplicación no es sobreyectiva puesto que 2 no es imagen. 


(b) Evidentemente, 3x — 26 Q si xe Q. Y también todo re Q es imagen de x= lr +2)360. 


(e) Claroesquex? — 3x2 — xe Rsixe R.Asiquesire Rx? — 3x7 — x= rtienesiempre una raíz real x cuya 
imagen es 1, Sir= -3, 1 — 34? — x = 5 tiene 3 raices reales x= —1,1,3. Como cada una de éstas 
tiene 7 = —3 por imagen, la aplicación no es inyectiva. 


Demostrar: Si 4 es biyección entre S y T, a tiene una recíproca única y al contrario. 


Supóngase que « cs una aplicación biyectiva de S sobre T; entonces, para cualquier se $, se tiene 
s>52=1teT 
Siendo / único, se sigue que 2 induce una aplicación inyectiva 
Bo lf=s 


Ahora bien, six) = (sa)f $: luego 28f = Y y f es una recíproca de a. Suponiendo que esta reciproca 
o es Única, sea y otra recíproca de x. Puesto que 


apola=S y m=p=3 


se sigue que 
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Bar = Bla) = B*9=B 
y Bay = (Baly = Jry = y 


Así, pues, ff = y: la recíproca de a es única. 

Y al contrario, sea a” * la recíproca única de la aplicación x de S en 7. Supóngase que para sy, s¿ € S. con 
5, + 5, se tenga 5/0 = sza. Entonces (s,x)a"* = (szaja” *, de modo que s,(a-07!)=so(0- 07!) y s, =52 
en contradicción con lo supuesto. Asi, pues, a es una aplicación inyectiva. Y como para todo 1.€ 7, se tiene 
(aa 107 la) = 194 = 1, es 1 la imagen de s=/07'€S y la aplicación es sobreyectiva. 


Demostrar: 
Br*.= $ 


Como (aBX8"'-a7*)=uUp- Pat =e- ar! 
blema 19 una reciproca semejante es única: luego (2/3) 


Si x es una biyección entre S y T y f es biyección entre T y U, entonces 
ae 


BT! -a7* es una reciproca de «ff: y por el Pro- 


Ba 


ES de 


mM 


“Problemas propuestos 
Indicar en forma tabular: 
(a) el conjunto de los enteros negativos mayores que —6, 
(6) el conjunto de los enteros entre —3 y 4. 
(€) el conjunto de los enteros cuyos cuadrados son menores que 20, 
(d) el conjunto de todos los factores positivos de 18; 
(e) el conjunto de todos los factores positivos comunes de 16 y 24, 
1) lv: PEN, p< 10) 
(0) (0: LEN,3=b=8) 
0) (e: 2El, 3024 7042=0) 
di) fx: 1 EQ, 222+5:+3=0) 
Respuesta parcial: (a) (—-5,—4,—3,—2,—1), (d) (1,2,3,6,9,18), (1) (1,2,3), (0 (2) 


Comprobar: (a) (x: xeN, x <1] =D, (b) (x: xeZ, 617 + 5x-4=0)= Y. 
Dar los 15 subconjuntos propios de 5 = fa.b.c.d]. 


Demostrar que los subconjuntos propios de 5 = (a,.a7...-,a,] son 2* — 1 cn número, 


Con los conjuntos del Problema 2, comprobar: 
(a) AUBJUC=AVIBUO), (0) ANBINC=AMIBNOL ()MUBINC AVIBNO) 


CAB AKO LI = UL (AKULUOMI= 


Con los conjuntos del Problema 3. comprobar: (a) (K 
EOQLOQM. (dd) KNQILUM=(KOIDU(IKOM). 


Si cano» significa «n es factor de m», dados A = fx EN, 3|x) y B= [x: x € N, S|x) enumerar los 4 elemen- 
1os de cada uno de los conjuntos 4”, B',4U B,ANB.4UB.ANMB". AU B'.donde A" y B' son los com- 
plementos respectivos de A y Ben N. 


28. Demostrar las leyes de (1.8)(1.12'), página 5. que no se han tratado en los Problemas 8-13. 
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Sean 4 y B subconjuntos de un conjunto universal U. Demostrar: 
(a) AUB=ANB si, y solo si, A= B, 


(6) AMB=Asi, y solo si, AC Bi 

(o) ANB)JUIANE)=AUB si, y solo si. AMB=Z. 

Dados m(U) = 692. m4) = 300.108) = 230, n(C) = 370. n(4 NM B) = 150, n(4 MN C) = 180, (B/N C)= 9, 
mA MN B* NC!) = 10 siendo m(S) el número de elementos distintos del conjunto S, hallar: 

(a) MAN BNC)=40 (e) MAN BN Cc) 17 

(6) MA NBNC)=30 (4) MAN BAN CIUIBN C)) = 340 


Dadas las aplicaciones 4: n= +1 y fon>3n+2 de N en ÑN. hallar: ax =p% + 207 +2, PP.af = 
3 +5, y Pa. 
¿Cuáles de las siguientes aplicaciones de Z en Z: 


(dd) x>4—x, (ex, U)xox 


la)xox+2. (bjx—=3x, (0) x> 


son (i) aplicaciones de Z sobre Z, (ii) biyecciones de Z sobre Z? Resp. (id, (ill (a). (d) 
Igual que el Problema 32 con Q en vez de Z. Resp. (i), (ii): (a), (6). (2) 


(a), (b), (a), (e) 


Igual que el Problema 32 con Ren vez de Z. Resp. (Gi), (ii 


(a). Si E es el conjunto de todos los enteros pares positivos, demostrar qué x + x + 1, x € £ no es una aplica- 
ción sobreyectiva de E en el conjunto F de todos los positivos impares. 


(b) SFE* es el conjunto que consiste en el cero y todos los enteros positivos pares (o sea los enteros no nega- 
ivos). demostrar que x=x + 1, x€ E* es una sobreyección de E* en F. 


Dadas las aplicaciones sobreyectivas 


IAS =2.29=3 49=4 
ez la =3, da =4, de =1 
p 18 =4, 28 =1, 38 =2, 48 =3 
rr ly =3, 2 3y =1, 4y.=2 
3 1, 25 =4, 83 =3, 44 =2 


de S= [1.2,3, 4) sobre sí mismo. comprobar: 


(a) 28 = fa = 3, luego $ 


:(c) 28 + da: (d) al == y: (e) y? = 4. luego 7? =>35 
Y) a =.5, luego a =« S 


Capítulo 2 


Relaciones y operaciones 


RELACIONES 


Sea el conjunto P= la, b,c......1] de todas las personas que viven en una determinada man- 
zana que da a la calle Mayor. Trataremos en esta sección de enunciados, tales como «a es hermano de 
p», «c es el padre de g», ...... que se llaman relaciones sobre (o en) el conjunto P. Análogamente, «es 
paralela a», «es perpendicular a», «forma un ángulo de 45" con», ....., son relaciones en el conjunto L 
de todas las rectas de un plano. 

Supóngase en el conjunto P anterior que los únicos padres son c, d, g y que 


c es el padre de a,g,m,p.g 
d es el padre de f 
g es el padre de h,n 
Entonces. haciendo que % signifique «es el padre de», podemos escribir 
Ra Re cRm Rp, RARA RN AN 


Pero c% a puede mirarse como la determinación de un par ordenado, bien sea (a, c) o bien (c, a), del 
conjunto producto P x P. Si bien se emplean ambas maneras, aquí siempre asociaremos 


cRa con el par ordenado (a.C) 


Esto supuesto, % determina en P el conjunto de pares ordenados 


(a.c). (8.0). (m.c), (p,c), (9,0), (£.d). (h.g). (1.2) 
Asi como ocurrió con el término función en el Capítulo 1, definimos la relación 2 diciendo que es este 
subconjunto de P x P. Así, pues, 
Una relación 2 sobre un conjunto S (con más precisión, una relación binaria sobre S, pues 
es una relación entre pares de elementos de S) es un subconjunto de S x S. 


Ejemplo 1: (4) Sea S= (2.3.5.6) y dése a 4 ol significado «divide a». 
Como 292, 246, 3RI.IM6. SAS, 6%H6, se tiene 
A = 112.2, 16,2). (3,3). (6,3), (5.5). (6,6)) 
(b) Sea $ =[1.2,3.....20] y £ signifique «es triple de». 
Entonces 34 1.6% 2,943, 1294. 1595. 18%6 y 
KR= (1.3). (2,6). (3.9), (4,12). (5. 15). (6, 18) 


(e)  Examínese ahora 2 = 
es un punto del grafo d 
decir que 


xe%). Geométricamente, cada (x.1)e2 
6. Asi. pues, si pudo parecer extraño antes 


cR a significa la.c)eR y no (e.aje A 


ahora ya se ve que esto concuerda con la idea de que toda ecuación y =/(x) no es más que 
una relación binaria especial. 


IPIEDADES DE LAS RELACIONES BINARIAS 
Se dice que una relación % sobre un conjunto S es reflexiva si a R a para todo a eS. 
15 


16 


Ejemplo 2: 


RELACIONES Y OPERACIONES [CAP. 2 


(a). Sea T el conjunto de todos los triángulos de un piano y dése a 2 el significado «es con- 
gruente con». Como todo triángulo 1 e 7 es congruente consigo mismo, 9 1 para todo 
LET, y R es reflexiva. 


(6) Para el conjunto 7 sea % «tiene doble área que». Es claro que 121 y R no es reflexiva. 


Una relación 2 sobre un conjunto S se dice simétrica si cuando a R b también b%R a 


Ejemplo 3: (a) Sea P el conjunto de personas que habitan en una manzana sobre lz calle Mayor, y sea 


2 «tiene el mismo nombre que». Si x tiene el mismo nombre que y, y tiene el mismo nom- 
bre que x; así que x2 y implica y 2 x y 2 cs simétrica. 


(6) Para el mismo conjunto P, sea la % «es hermano de». Con x-% y, y puede ser hermano 
0 hermana de x; así que x 2 y no implica necesariamente y 2 x y R no es simétrica. 


Una relación 2 sobre un conjunto S se dice transitiva si de aR b y LR c se sigue aR c. 


Ejemplo 4: (a) Sea S el conjunto de todas las rectas de un plano y sea % «es paralela a». Es claro que 


si a es paralela a b y si bes paralela a otra recta e, entonces « es paralela a e y % es tran- 
sitiva 


(6) Para el mismo conjunto. S, sca % «es perpendicular a». Como de a perpendicular a b y 
de h perpendicular a c resulta a patalela a c, esta R no €s transitiva. 


RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


Una ¡lación 2 sobre un conjunto $ se llama relación de equivalencia sobre S si 2 es (i) reflexiva, 
(ii) simétrica, y (iii) transitiva. 


Ejemplo 5: La relación «=» sobre el conjunto R es indudablemente la relación de equivalencia más familiar. 


Ejemplo 6: 


Ejemplo 7: 


¿La relación «tiene el mismo nombre que» sobre el conjunto P del Ejemplo 3 es una relación 
de equivalencia? 


Habrá que verificar la validez de lo que se establece en seguida entre elementos arbitra- 
rios x.y. ze P: 


(i) x tiene el mismo nombre que x. 
(ii) — Si x tiene el mismo nombre que y, entonces y tiene el mismo nombre que x. 


(iii). Si x tiene el mismo nombre que ) y si y tiene el mismo nombre que z, entonces x tiene 
el mismo nombre que z. 


Como todo esto es cierto, «tiene el mismo nombre que» es (i) reflexiva, (ii) simétrica, 
(iii) transitiva y. por tanto, se trata de una relación de equivalencia sobre P. 


Se sigue del Ejemplo 3(b) que «es hermano de» no es simétrica y que. por tanto, no es una re- 
lación de equivalencia sobre P. 
Véanse Problemas 1-3. 


CLASES DE EQUIVALENCIA 


Sean un conjunto $ y una relación 2 de equivalencia sobre S. Siw € S, los elementos » € S que 
verifican y 2 a constituyen un subconjunto, [a], de S, llamado clase de equivalencia. Asi, pues, 


[d] = (br: y eS, y Ra) 


(Obsérvese el empleo de corchetes para indicar clases de equivalencia.) 


Ejemplo 8: 


Considérese el conjunto 7' de los triángulos de un plano y la relación de equivalencia (véase 
Problema 1) «es congruente con». Siendo a, b € T entenderemos por [a] el conjunto o clase 
de equivalencia de todos los triángulos de 7 congruentes con el triángulo a, y por [5] el con- 
junto o clase de todos los triángulos congruentes con el triángulo 6. Notemos de paso que el 
triángulo a está incluido en [a] y que si un triángulo e está tanto en [a] como en [5]. enton- 
ces [a] y [6] no son más que otras dos maneras de denotar la clase [e]. 
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Un conjunto (A, B.C,... | de subconjuntos no vacios de un conjunto $ se llama parti 
si) AUBUCU:- S y si (ii) la intersección de cada dos subconjuntos distintos es vaci 
sultado principal de esta sección es el 


Teorema I. Una relación de equivalencia 2 sobre un conjunto S produce una partición de S y. re- 
ciprocamente, una partición de S define una relación de equivalencia sobre S. 


Ejemplo 9: Se dice que dos enteros tienen la misma paridad si ambos son pares o si ambos son impares. 
La relación «tiene la misma paridad que» sobre Z es una relación de equivalencia. (Demués- 
trese.) La relación da lugar a dos subconjuntos de Z: 
A= ix xeZ ox es parj y B=(x:x€Z, xes impar! 


Y todo elemento de Z se encontrará ya en A ya en B. pero no en ambos. Así. pues. 4 U B=Z 
y AMB = Y. de modo que la relación efectúa una partición de Z 


Ejemplo 10: — Y todo clemento de Z se encontrará ya en A ya en B. pero no en ambos, Así. pues. 4 U B= Z 
del S =(1.2,3.....25). Esevidente que AU BUC = Syque AN B=ANC=BNC=9. 
así que (A. B. C| cs una partición de $. La relación de equivalencia que da lugar a esta parti- 
ción es «da el mismo resto dividido por 3 que». 

Para demostrar el Teorema 1 (véase Problema 6), se utilizarán las propiedades que siguen de las 
elases de equivalencia: 


(1) a ela] 

(2) Sib e [a]. es [6] = [a]. 

6) Si [2] [6] + 9, es [o] = [6]. 
La primera resulta inmediatamente de la propiedad reflexiva a % a de una relación de equivalencia. 
Para las otras, véanse Problemas 4-5. 


ORDEN e UN CONJUNTO 


2 12 
Sea el subconjunto A = (2, 1,3, 12, 4) de N. Al escribirlo 
se ha evitado exprofeso seguir la natural inclinación de enun- 
ciarlo como A = (1,2, 3,4, 12) para indicar que esta última 
versión resulta de valerse de la relación binaria (=<) definida 4 
sobre N. Esta ordenación de los elementos de 4 (o scñ de N) 4 
se dice toral. ya que para todo a.b € 4 (m.n € N) se tiene 
obiena < b,o'biena = b,obiena > b(m<n,m= nm > mn). 3 3 
Por otra parte, la relación binaria (|), (véase Problema 27, 
Capitulor 1) produce solamente una ordenación parcial de A. es 3 E 
decir 2|4 pero 2/3. Estas ordenaciones de 4 se pueden ilustrar 
del mejor modo con diagramas. La Fig. 2-1 muestra la orde- ¿ 
nación de A efectuada por (<). Se comienza en el punto más E 
bajo del diagrama y se siguen las flechas para obtener Fig, 21 


l<2<3=<4=<I12 


Es de esperar que el diagrama de un conjunto totalmente ordenado sea siempre una línea recta. La Figu- 
ra 2-2 ilustra el orden parcial de A efectuado por la relación (|). 
Véase también Problema 7. 


Un conjunto S se dice parcialmente ordenado (no se excluye la posibilidad del orden total) por una 
relación binaria % si para cualesquiera a,b,c €S, 
(i) Res reflexiva, esto es, aRa 
(ii) 2% es antisimétrica, es decir, aRb y bRa si. y solo si. a = 
(iii) 2 es transitiva, es decir, aRb y bR o implican a%Re 
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Se deja al cuidado del lector verificar que estas propiedades las cumplen las relaciones (<) y ( | ) so- 
bre A y que las propiedades contienen una redundancia porque (ii') implica (4). La redundancia se ha 
introducido para que se vea perfectamente clara la diferencia esencial entre las relaciones de esta sec- 
ción y las de la precedente. 

Sea S un conjunto parcialmente ordenado con respecto a %. Entonces: 

(1) Todo súbconjunto de S está también parcialmente ordenado con respecto a 2 a la vez que algu- 
nos subconjuntos pueden estar totalmente ordenados. Por ejemplo, en la Fig. 2-2, el subconjun- 
to (1,2, 3) está parcialmente ordenado, en tanto que el subconjunto (1, 2, 4) está totalmente or- 
denado por la relación (|). 

(2) El elemento a € S se dice un primer elemento de S si a R x para todo x €S. 

(3) El elemento g e S se dice un último elemento de S si xR g para todo x €S, 

[El primero (último) elemento de un conjunto ordenado, si existe, es único.] 

(4) El clemento a € S se dice un elemento minimal de S si x R a implica x == a para todo x eS. 

(5) El elemento g € S se dice un elemento maximal de S si g R x implica g = x para todo x eS. 

Ejemplo 11: (a) En las ordenaciones de A de las Figs. 2-1 y 2-2, el primer elemento es 1 y el áltimo ele. 
mento es 12. Asimismo, 1 es un elemento minimal y 12 es un elemento maximal. 


(5) En la Fig. 2-3, S = [as bh, c, d) tiene un primer elemento a, pero no tiene último. Aquí a 
j es un elemento minimal, en tanto que c y d son elementos maximales. 


(e) En la Fig. 2-4, S= [a, b, c, d. e) tiene un último elemento e, pero carece de primer ele- 
mento. Aquí a y b son elementos. minimales, mientras que e es un elemento maximal. 


d e e 
| ” b 
| e d 
| 
| a b 
) á 
Fig. 2-3 Fig. 24 


Si un conjunto ordenado $ tiene la propiedad de que cada uno de sus subconjuntos no vacíos tiene 
primer elemento, se dice que está bien ordenado. Por ejemplo, considérense los conjuntos N y Q orde- 
nado cada uno por la relación (<). Se ve que N es bien ordenado; pero, dado que el subconjunto (x:x € Q, 
x > 2) de Q no tiene primer elemento, Q no es bien ordenado en cambio. ¿Está Z bien ordenado por 
la relación (<)? ¿Está A = (1,2, 3, 4, 12) bien ordenado por la relación (|)? 
Sea S un conjunto bien ordenado por la relación 2. Entonces, para cualesquiera a,b € S, el sub- 
Ñ conjunto (a, b) de S tiene primer elemento y, entonces, o bien a R bh o bien b% a. Queda demostrado el 


Teorema MH. Todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado. 


OPERACIONES 
| Sea Q* =(x:x eQ, x> 0). Para cualesquiera a,b eQ*, se tiene 
a+bjb+a,arb,b:raja:b,b:a e Q* 


Adición, multiplicación y división son ejemplos de operaciones binarias en Q*. (Obsérves: 
jantes operaciones son simplemente aplicaciones de Q* x Q* en Q”.) Por ejemplo, la ad: 
a cada para, b € Q* un elemento a + b € Q*. Aquíiesa + b= b + a, pero, en general,a:b+b:a; 
de manera que para tener la seguridad de una imagen única, es necesario considerar estas operaciones 
como definidas para un par orderiado de elementos. Así, pues, 


Ny 
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Una operación binaria «o» en un conjunto no vacío S es una aplicación que asocia a cada par or- 
denado (a, b) de elementos de S un elemento definido único a < b de 5. Dicho brevemente, una opera- 
ción binaria en un conjunto S es una aplicación de S x Sen S. 


Ejemplo 12: (a) La adición es una operación binaria en el conjun- 
Lo de los números naturales pares (la suma de dos 
números naturales pares es un número natural 
par), pero no es una operación binaria en el con- 
junto de los números naturales impares (la suma 
de dos números naturales impares es un número 
natural par). 

(6) Ni la adición ni la multiplicación son operaciones 
binarias en S= (0,1,2,3, 4). pues, por ejemplo, 
2+3=5tSy2:3=685. 


(c) La Tabla 2-1 adjunta, que define una cierta opera- Tabla 2-1 
ción binaria o sobre el conjunto A = (a.b,c, d. e) 
ha de leer así: Para cada par ordenado (x, y) de A x A se encuentra x < 1 en el cruce de 
la fila encabezada x y la columna encabezada y. Por ejemplo, el elemento marcado con 
un círculo es do e (no eod). 


El hecho de que = sea una operación binaria sobre un conjunto $ se suele indicar por el enunciado 
equivalente: El conjunto S es cerrado con respecto a la operación >. El Ejemplo 12(a) se puede expre- 
sar entonces así: El conjunto de los números naturales pares es cerrado con respecto a la adición: el 
conjunto de los números naturales impares no es cerrado con respecto a la adición. 


PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BINARIAS 


Una operación* binaria + sobre un conjunto S se dice commutativa Si x+y 
todo x,y €S. 
Ejemplo. 13: (a) La adición y la multiplicación son operaciones binarias conmutativas en tanto que la 
división no es una operación binaria conmutativa sobre Q* 


para 


(6) La operación » sobre A de la Tabla 2-1 es conmutativa. Esto se verifica fácilmente no- 
tando que (i) cada fila (b, c. d, e, a en la segunda fila, por ejemplo) y la columna con igual 
encabezamiento (b,c, d, e. a, en la segunda columna) se leen exactamente lo mismo: 
o bien porque (ii) los elementos de S están situados simétricamente con respecto a la dia- 
gonal principal (línea de trazos) que va de la izquierda superior a la derecha inferior de 
la tabla. 

Una operación binaria « sobre un conjunto $ se dice asociativa si (x < y) +2 = x= (17 2) para cuales- 
quiera x, p,z €S. 
Ejemplo 14: (a) La adición y la multiplicación son operaciones binarias asociativas sobre Q”. 


(6) La operación » sobre 4 de la Tabla 2-1 es asociativa. Se encuentra, por ejemplo. que 
(bociod=d:d=byquebo(ccd)=boa=b;(doc)od=c>d=aydele=d) 
dec =a4;... . La prueba completa sería en extremo tediosa, pero se sugiere al lector que 
haga otras cuantas verificaciones al azar. 


(e) Sea - una operación binaria sobre R. definida por 
arb=a+2b para cualesquiera abER 
Como (arbjoc=(0+2b)oc=a+2h + 2e 
pero actb=c)=a>(b+2c)=a+20b+2)=a+2b +40 


la operación no es asociativa. 
Un conjunto S está dotado de elemento neutro (identidad o unidad, también se dice) con respecto 
a una operación binaria « sobre S si existe un elemento u € S con la propiedad de queu ox =x04 =x 
para todo x eS. 


Ejemplo 15: (a) Un elemento neutro de Q con respecto a la adición es O porque 0 +x=x=0=x 
para todo x e O; un elemento neutro de Q con respecto a la multiplicación es 1. puesto 
que 1+-x=x"1=x para todo xe Q- 
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16) N no tiene elemento neutro con respecto a la adición, pero 1 es un elemento neutro res- 
pecto de la multiplicación. 


(c) Un elemento neutro del conjunto A del Ejemplo 12(c) con respecto a o es a. Nótese que 
hay solamente uno. 


En el Problema 8 demostramos el 


Teorema IM. El clemento neutro, si existe. de un conjunto $ con respecto a una operación binaria 
sobre $ es único. 


Sea un conjunto S que posee el elemento neutro u con respecto a una operación binaria +. Un ele- 
mento y €S se dice simétrico de x €S si yox=u 


Ejemplo 16: («) El simétrico con respecto a la adición, o sea el simétrico aditivo de x € Z es —x porque 
x + (—x) = 0, que es el elemento neutro aditivo de Z. El simétrico aditivo se suele lla- 
mar opuesto. En general, x €,Z no tiene simétrico multiplicativo. 


(6) En el Ejemplo 12(c), los simétricos de á, b. c, d. e son, respectivamente, a, e, d, €, b. 
No es dificil demostrar el 


Teorema IV. Sea» una operación binaria sobre un conjunto ¡S. El simétrico con respecto a + del x € S, 
si existe, es único. 


Por último, sea S un conjunto con dos operaciones binarias = y » definidas sobre él. La operación 
E se dice distributiva a la izquierda con respecto a > si 
ao(b-c)=(aobjo(amc) para cualesquiera «.b,c eS (a) 
y se dice distributiva a la derecha con respecto a < si 
lb=c)=a=(boa)s(co a) para cualesquiera a,b,c eS (b) 
Si se verifican tanto (a) como (6). se dice simplemente que o es distributiva con respecto a =. Nótese que 
los segundos miembros de (a) y (5) son iguales si > es conmutativa. 
Ejemplo 17: (a) En el conjunto dejes enteros, la multiplicación (= = -) es distributiva con respecto a 
la adición (-= +), ya que x- (y + Z)=x"y +x*Z para todo x, y, 2€Z. 
(6) En el conjunto de los enteros, sea - la adición ordinaria y = la operación definida por 
xoy=x-y=x%y para cualesquiera x.yeZ 
Como ac(b+c=ab+ac=(a0b)+(aoc) 
1 es distributiva a la izquierda con respecto a +. Como 
(b+c)0a=ab? + 2abe + ad 4 (boa)+ (00 a)= ba + ca 


5 no es distributiva a la derecha respecto de +. 


RELACION DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE CON UNA OPERACION 

Sea S = fa, b,c, .... ] un conjunto en el cual se ha definido una operación « y sea una relación 
de equivalencia % que produce en S la partición en el conjunto de clases de equivalencia £ = ([a]. [5], 
[e]... ). Si se define sobre £ una operación binaria €) por 

[a] O [5] = [a=b] - para cualesquiera [a]. [6] e E 
No se ve de inmediato que para cualesquiera p,g €[a] y para cualesquiera r, s € [5], se tenga 
lp=r] = [495] = [a>b] (c) 
Se dirá que la relación de equivalencia R es compatible con la operación binaria H y que entonces la 
operación Q está bien definida si se verifica (c). es decir, que 
18 [7] = [a] e [s] = [d] e [4] 

siempre que (e) se verifique y solo entonces. 


Ejemplo 18: La relación «da el mismo resto cuando se divide por 9 que» reparte N' en nueve clases de equi- 
valencia [1]. [2]. [3]. ..... [9]. Si = se interpreta como adición en N es fácil ver que ) queda 
bien definida de acuerdo con lo dicho arriba. Por ejemplo. six, ye N,9x + 2e [2]y9y + 5€[5] 
entonces [2] 9 [5] = [(9x + 2) + (99 + 51] = [9x + y) +7] = [1] = [2 + 5), etc. 
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ISOMORFISMOS 
En toda esta sección utilizaremos los dos conjuntos 


A = (1,2,3,4) y B = (p,q,r,8) 


Ya que se han introducido las relaciones de orden, habrá tendencia aquí a poner el orden familiar al 
dar los elementos de cada conjunto. Lo indicamos para advertir al lector contra esto de atribuir a 
un conjunto cualquiera propiedades que no estén explícitamente establecidas. En (1) consideramos 
A y B como conjuntos arbitrarios de cuatro elementos cada uno y nada más; por ejemplo, podríamos 
escribir (*, +, $, %) como A o como B; en (2) introducimos relaciones de orden sobre A y B pero no 
las mencionadas arriba; en (3) definimos operaciones binarias sobre los conjuntos no ordenados A y B; 
en (4) definimos operaciones binarias sobre los conjuntos ordenados de (2). 


(1) La aplicación e: lop 209 3or,40os 
es una de las veinticuatro que establecen una biyección entre 4 y B. 


(2) Sean A ordenado por la relación 2= (|) y B » 4 
ordenado por la relación 2”, como se indica en 3 
el diagrama de la Fig. 2-5. Como el diagrama para A 
es como se muestra en la Fig. 2-6, es claro que la 
aplicación 


B: ler, 2os, 304 4op 


es una biyegfión entre A y B que preserva las 

relaciones de orden; es decir, para cualesquiera s 

ut EA Y xy eBconuex y ve y entonces 

el Fig. 2-5 Fig. 

uR'v implica xRy te: lidad 
y recíprocamente. 

(3) Definanse en los conjuntos no ordenados A y B las operaciones binarias respectivas + y e por las 
tablas de operación 


Tabla 2-2 Tabla 2-3 


Se puede verificar fácilmente que la aplicación 
v: los 20p 3or,40oJ 


es una biyección entre A y B que preserva las operaciones, es decir, que siempre que 
WEA > rEB y vEA > yEB 
(léase «w en A corresponde a x en B y v en A corresponde a y en B»), entonces 
wov e 10y 


(4) Definanse en los conjuntos ordenados A y B de (2) las respectivas operaciones binarias - y = con 
las tablas de operación 
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B 
A A 
AE 
y ENE a 
li a 
sla oros» 
Tabla 24 Tabla 2-5 


Se puede verificar fácilmente que la aplicación 


£: ler 2os Yoq 1op 
es una biyección entre A y B que preserva tanto las relaciones de orden como las operaciones. 


Por sistema algebraico S entenderemos un conjunto S júnto con cualesquiera relaciones y opera- 
ciones definidas sobre S. En cada uno de los casos (1)-(4) anteriores, se trata, pues, de una cierta corres- 
pondencia entre los conjuntos de los dos sistemás. En cada caso diremos que la aplicación de que se 


Dos sistemas S y T se dicen ee si 
y 


(i) existe una biyección entre los conjuntos S y T, y 
(ii) cualesquiera relaciones y operaciones definidas en los conjuntos se conservan en la biyección. 


Consideremos con más detalle los dos sistemas 4 y B de (3). La operación binaria « es asociativa 
y conmutativa; asimismo, con respecto a esta operación A tiene 1 como elemento neutro y todo elemen- 
to de A tiene simétrico. Es de sospechar que la Tabla 2-2 es algo más que un vacio ejercicio de construc- 
ción de un cuadro en que ningún elemento se presente dos veces en la misma fila o columna. Conside- 
rando los elementos de A como dígitos y no como símbolos abstractos, es fácil verificar que la opera- 
ción binaria « se puede definir así: para cualesquiera x, y € A, x> y es el resto de dividir x + y por 5. 
(Por ejemplo, 2-4=8 = 1-5 +3 y2-4= 3.) Másaún, el sistema B no es más que una versión dis- 
frazada o en clave del A, siendo la clave en este caso la biyección y. 


Emplearemos los isomorfismos entre sistemas algebraicos de dos maneras: 


(a) Descubiertas ciertas propiedades de un sistema (por ejemplo, las de A enumeradas antes) pode- 
mos sin más trasladarlas como propiedades a cualquier otro sistema isomorfo con él. 


(b) Siempre que sea más cómodo, podemos remplazar un sistema por otro isomorfo con él. Ejemplos 
de esto se encontrarán en los Capitulos 4 y 6. 


PERMUTACION! 


Sea S= (1,2,3,...,n) y examínese el conjunto S, de las n! permutaciones de estos n símbolos. 
(No se da especial significación al hecho de que sean números naturales.) La definición de producto 
de composición de aplicaciones en el Capítulo 1 lleva naturalmente 2 definir una «operación permu- 
tación» + entre los elementos de S,. Ante todo vamos a introducir notaciones más cómodas para las 
permutaciones. 

Sea iy, dz, 3, .. .., in Una cierta ordenación de los elementos de S. Usaremos una notación en dos 
líneas para la permutación 
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que no es más que una variación de la notación para la aplicación 
A A 


De igual modo, si jj, ja, Ja, +, Jn es otra ordenación de los elementos de S, escribiremos 


LA 
a los : 
A 


Por producto « + f entenderemos que a y f se han de hacer en ese orden. Así, pues, una reordenación 
de cualquier ordenación de los elementos de S es simplemente otra ordenación de éstos. De modo que 
para cualesquiera a, $ € S,, a. o $ € S, y entonces es « una operación binaria sobre S,: 


12345 12345 12845 
Ejealo, 4%: + ¡Sah laa) olaa as rara) 
tres de las 5! permutaciones del conjunto 5, de todas os deS =(1,2,3,4, 5). 


Como el orden de las columnas en cualquier permutación no importa, se puede escribir 


también $ como £ = 


le 3451 
Entonces 


32541 


A AU 
Adri 


) an liqus Iealerrono ide biestlal ini oriden 


ADN a 4 
382541 4 

3 25 4) seencuentraque poa= (12345 

49 ES 24915 


De modo que + no es conmutativa. 


Escribiendo y como (3 2 5 4 0 , se tiene que 
42351 
A A AN a aaa 
ii () ado =luza51 


Averigle el lector A0y = de Ad sol y compruebe que (ao ff)ay=as (Boy) Así, 


pues, « es asociativa en este ejemplo. Ahora es fácil demostrar que + es asociativa sobre Ss y 
también sobre S,. 
123845 


La permutación neutra o idéntica es J = le 234 E) ya que evidentemente 


Joe == a 
Por último, intercambiando las dos lineas de a, tenemos 
A A 
LEA) MAA 


pues ea"! =2 log=., Además, es evidente que todo elemento de Ss tiene un si- 


métrico. 


Se introduce ahora otra notación para las permutaciones. La permutación 


PERS 

Dd 
del Ejemplo 19 se puede escribir en notación cíclica de la manera siguiente: (12345), interpretándose 
el ciclo (12345)como que 1 se cambia por 2, 2 se cambia por 3, 3 por 4, 4 por 5 y 5 por 1. La permutación 


E ES 
a o 


puede escribirse como (345), significando el ciclo (345) que 1 y 2, los símbolos que faltan. no se cam- 


ES 
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bian, en tanto que 3 se cambia por 4, 4 por 5 y 5 por 3. La permutación $ se puede escribir (23)(45). La 
interpretación es clara: 1 no cambia; 2 se cambia por 3 y 3 por 2; 4 se remplaza por 5 y 5 por 4. Lla- 
maremos a (23)(45) producto de ciclos. Nótese que estos ciclos son disjuntos, esto es; que no tienen sím- 
bolos en común. Así, pues, en notación cíclica es de esperar que una permutación de n símbolos con- 
sista en un solo ciclo o sea producto de dos o más ciclos mutuamente disjuntos. Claro que (23) y (45) 
son permutaciones de S = [1,2,3,4, 5) y, por tanto, f = (23) + (45), pero seguiremos utilizando la 
yuxtaposición para indicar el producto de ciclos disjuntos. El lector verificará que a > $ = (135) y que 
B+=a= (124). En esta notación, la permutación idéntica o neutra .4 será denotada por (1). 

Véase Problema 11. 


TRANSPOSICIONES 


Se llama transposición una permutación tal como la (12) o la (25), . ..... en que:se intercambian sola- 
mente dos de los n simbolos de S = (1,2, 3,..., nm). Toda permutación se puede expresar Jsi bien no 
en forma única, como producto de transposiciones. 


Ejemplo 20: Expresar las siguientes permutaciones: 


(a) (23), (0) (135), — (c) (2345), (d) (12345) 
en S = (1,2,3,4,5) como resultado de las transposiciones 


(a) (23) = (12) 0 (23) 9 (13) = (12) o (13) o (12) 

(b) (135) = (13) (15) = (15) 0 (38) = (15) 0 (13) 0 (15) o (13) 
(e) (2345) = (23) 0 (24) o (25) = (25) o (34) o (35) 

(d) (12345) = (12) < (13) e (14) o (15) 


Este ejemplo ilustra el 


Teorema V. Si una permutación a de n símbolos se expresa como producto de r transposiciones y 
asimismo como producto de y transposiciones, entonces r y s son ambos pares o ambos 
impares. 

Para una demostración. véase Problema 12. 


Una permutación se dice par (impar) si se puede expresar como producto de un número par (impar) 
de transposiciones. En el Problema4.se demuestra el 


Teorema VI. De las n! permutaciones de n símbolos, la mitad son pares y la mitad impares. 


El Ejemplo 20 ilustra también-el- 


Teor: 


¡a VIL. Un ciclo de m símbolos se puede escribir como producto de m — 1 transposiciones. 


SISTEMAS ALGEBRAICOS 


Gran parte del resto de este libro se consagra al estudio de diversos sistemas algebraicos. Tales 
sistemas se pueden estudiar de una de estas dos maneras: 


(a) Se empieza con un conjunto de elementos (por ejemplo, los números naturales o un conjunto iso- 
morfo a éste), definiendo las operaciones binarias adición y multiplicación y derivando las leyes 
conocidas que rigen las operaciones con estos números. 


(b) Se empieza con un gonjunto S de elementos (no identificados); se define una operación binaria o; 
se establecen ciertos postulados, por ejemplo, que (i) > es asociativa, que (ii) hay un elemento neutro, 
en $ con respecto a o, (iii) que todo elemento de S tiene un simétrico respecto de + en S; y se de- 
ducen los teoremas consiguientes. 


Ambos procedimientos se ilustrarán aquí. En el capítulo próximo seguiremos el (a) al estudiar los 
números naturales. 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar que «es congruente con» en el conjunto T de los triángulos de un plano, es una rela- 
ción de equivalencia. 

fi) «a es congruente con a para todo a€ To es cierto. 

(li) «Si a es congruente con b, entonces b es congruente con a», es cierto, 

li) «Si a es congruente con b y bh lo es con c, entonces a es congruente con c», es ciérto. 

Así, pues, «es congruente con» es una relación de equivalencia sobre 7. 


2. Demostrar que «<» en Z no es una relación de equivalencia. 


(i) «a <a» para todo aeZ no es cierto: 
(li) «Sia <b, es h <a» tampoco es cierto. 

(ii) «Sia <b y b<c, entonces a < cr es cierto. 

Así que «<» no es una relación de equivalencia en Z. (Nótese que (1) o (ii) es suficiente.) 


3. Sea % una relación de equivalencia y supóngase que c%R a y c% b. Demostrar que a R b. 


Como c Ha, también a 2 < (por la propiedad simétrica). Como a % e y 2 b, entonces a % bh (por la pro- 
piedad transitiva). 


4. Demostrar que si b e [a], entonces [b] = [a]. 


Sea 9 la relación de equivalencia que define [a]. Por definición, b € [a] implica 52 a y x € [h] implica x 4 b. 
Entonces x 2 a para todo x e [5] (por la propiedad transitiva) y [$] C [a]. Repitiendo el razonamiento con a % h 
(que resulta de la propiedad simétrica de %) y y % a (siempre que y e [a]) resulta [a] C [5]. Asi. pues, [5] = [a]. 
como se afirmaba. Ñ 


5. Demostrar que si [a] [6] + Y, entonces [a] = [6]. 


Suponiendo que [a] (1 [5] = (r.s.... ] se tiene [r] = [a] y [r] 
(por la propiedad transitiva de =). 


[6] (por el Problema 4). y [a] = [0] 


6. Demostrar que una relación de equivalencia 2 sobre un conjunto $ produce una partición de S y 
recíprocamente, una partición de S define una relación de equivalencia sobre S. 


Sea % una relación de equivalencia sobre 5 y definase para cada pe S, 


T,=[p] = lx: x€5,x2 p) 


inducidos por 2. Pero 


Como p e [p]. es claro que S es la unión de todos los subconjuntos distintos T,. 7,. 7, 
T,, según el Pro- 


para todo par de estos subconjuntos, como 7, y 7.. tenemos T, M 7, = W porque si no 7 
blema 5. Así, pues. [Tay Tp, Tos... ) es la partición de S efectuada por 2. 


Reciprocamente, sea (T,, Ti. To... - | una partición de S. Delinase sobre S la relación binaria 2 por p. % y 
si, y solamente si, hay un 7, en la partición tal que p. q e 7,. Es claro que % es reflexiva y simétrica. Supóngase 
PR q y q 2 r: entonces, por la definición de %. existen subconjuntos 7, y 7, (no necesariamente distintos) para 
los cuales p, y e T, y q, r € T;. Pero como 7, T, + Q. entonces 7, = T,. Como p. r € 7,,.entonces p Ar y Mes 
transitiva. Así que % es una relación de equivalencia. 
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7. Hágase el diagrama del orden parcial de (a) el conjunto de subconjuntos de S = (a, b, c) indu- 
cido por la relación binaria (C), (6) el conjunto B = (2, 4, 5, 8, 15, 45, 60) inducido por la relación 


binaria (|). 


(a, b, 0) 
8 50 46 
d (a,b) 4b, 0) 
A 15 
(a) (o) a 
(1) 2 5 
Fig. 2-7 Fig. 2-8 


Estas figuras no necesitan mayor elaboración una vez comprendido que se ha de emplear un número mí- 
nimo de segmentos. En la Fig. 2-7, por ejemplo, 2 no se une directamente a (a, b, c), puesto que % C (a, b, c) 
vieae indicado por el camino Y C (a) C (a,b) C la, b, c). Análogamente, en la Fig. 2-8, los segmentos que 
unen 2 a 8 y 5 a 45 no son necesarios. = 


Demostrar que el elemento neutro, si existe, respecto de una operación binaria > sobre un con- 
junto $ es único. 


Supóngase lo contrario, es decir, que q, y q, sean elementos neutros de 5. Como g, es un elemento neutro, 
se tiene q, > q, = q¿, pero como g, también es elemento neutro, se tiene asimismo q; + q, = 91. ASÍ, pues, 
41 = 41 +42 = 92; y el elemento neutro es único. 


9. Demostrar que la multiplicación es una operación binaria sobre S = (1, —1,í, —1) siendo = /—1. 


La manera más simple de hacerlo es formar la tabla adyacente, no- 
tando que cada cabeza de línea o columna es un elemento único de $. 


El orden en que se pongan los elementos de S encabezando las en- 
tradas es indiferente, pero siempre es algo ventajoso utilizar el mismo 


orden en ambos sentidos. 1 
El lector puede demostrar fácilmente que la multiplicación sobre S 
es asociativa y conmutativa, que 1 es el elemento neutro y que los simé- dE 
tricos de 1, —1, 4, —i son, respectivamente, l, —1, — Tabla 26 
10,  Determínense las propiedades de las operaciones binarias « y > definidas sobre S = (a, b, e, d) 


por las tablas siguientes: 


Tabla 2-7 
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1. 


n. 


2. 


La operación binaria + definida por la Tabla 2-7 es conmutativa (verifíquese que las casillas están situadas 
simétricamente respecto de la diagonal principal) y asociativa (otra tarea). Hay un elemento neutro a (los en- 
cabezamientos de columna son también los elementos de la primera columna y los encabezamientos de fila son 
también los elementos de la primera fila). Los simétricos de a, b, c, d son, respectivamente, a, d, c, 6 (a= 
bod=coc=d>b=a). 


La operación binaria = definida por la Tabla 2-8 no es conmutativa (a oc =c, e o a=b) ni asociati- 
va (ao(boc)=a0b=a, (ao b)oc=a o c=c). No hay elemento neutro y, por tanto, ningún ele- 
mento de $ tiene simétrico, 


Como an (doc)=akd=(a0d)e(aoc) y (doc) 004 (do a)> (e 0 a), a no es distributiva ni 
a izquierda ni a derecha con respecto a >; como do (c 0 b)=c + a = (d>c) o (do b) y «es conmutativa, « no 
es distributiva ni a izquierda mi a derecha con respecto a; o. 


(a) Escribir las permutaciones (23) y (13)(245) con 5 símbolos en notación de dos líneas. 
(6) Expresar los productos (23) » (13)(245) y (13)(245) o (23) en notación cíclica. 
(c) Expresar en notación cíclica las simétricas de (23) y de (13)(245). 


345 A. 5 
(a) (23) A) EA cc ia) 
4 12345 
o ena - (13315) (03705) - (02345) = con 
y 
12346) (34152 12345 
A > E AS ES) y (Et 1 $3) = Pen 


(e) Laiinversa de (23) es E FO 5) = le e 5) = (28). 
4 
2 ) =  (13)(254). 


Demostrar: Sea una permutación a de n símbolos expresada como producto de r transposiciones 
y también como producto de s > r transposiciones. Entonces r y s son ambos pares o ambos 
impares. 
Utilizando los símbolos diferentes X,, Xy, Xa» -.., X» se forma el producto 
A = (ale — ele — 24) +0 (01 — 2%) 


(2272 — 24) >>> (12%) 


(En1— %n) 


Una transposición (u, v), donde u < », sobre A tiene el efecto siguiente: (1) cualquier factor en que no en- 
tren ni x, ni x, permanece invariable, (2) solo el factor x, — x, cambia de signo, (3) los restantes factores, los 
que contienen x, O x,, pero no ambos, se pueden agrupar en parejas, (x, — Xx, — Xp), donde u < v <1w, 
(xa — Xu )lX — X,) donde u < 1 < 0 Y (Xa — XXX, — Xo) con 1 < u < v todos los cuales permanecen inva- 
riables. Así, pues, el efecto de la transposición sobre A es cambiar su signo. 


Ahora bien, el efecto de a sobre A es dar (—1YA o (—1)'A según que a se escriba como producto de 7 o 
de s transposiciones. Como (—1YA = (—1)'4, tenemos A = (—1)'7A, O sea que s — r es par. Asi, pues, 7 y s 
son ambos pares o ambos impares. 


Demostrar que de las n! permutaciones de n simbolos, la mitad son pares y Ja mitad impares. 


Denótense las permutaciones pares por P,, Pa, Ps - + ++ Pa Y 1aS impares por 41, 92, 93, +++, qu Sea 1 una 
transposición cualquiera. Entonces 1.0 py, Lo pz, 19 py, « » » 12 P, SON permutaciones de n símbolos, que son dis- 
tintas porque p;, Pa, P3, + +, Pu 500 distintas y son impares; así que n <v. También t+ q,, 10 q2,1093, +12 Gp 
son distintas y pares; así que v <u. Luego u = v = 4n! 
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14. 


15, 


16. 


17. 


19. 


21. 


22, 
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Problemas propuestos 


¿Cuáles de las siguientes son relaciones de equivalencia? 

(a) «Es semejante a» para el conjunto 7 de todos los triángulos de un plano 

(6) «Tiene igual radio que» para todos los círculos de un plano. 

(e) «Es el cuadrado de» para el conjunto N. 

(d) «Tiene el mismo número de vértices que» para el conjunto de todos los poligonos de un plano. 
(e) «C» para el conjunto de conjuntos S=(4,B,C....). 
U) «=> para el conjunto R. 


Resp. (a), (b), (d). 


(a) Demostrar que «es factor de» en Nes reflexiva y transitiva. pero no simétrica 

(bj Demostrar que «cuesta dólar más o menos» para zapatos de hombres es reflex; 
transitiva. 

(e) Dar un ejemplo de relación simétrica y transitiva, pero no reflexiva. 

(d) Deducir de (a), (b), (c) que dos propiedades de las reflexiva, simétrica, transitiva de una relación binaria 
o implican la otra. 


y simétrica, pero no 


Hacer el diagrama del orden parcial de 


(a) A = (1,2,2,6) e ' 
(b) B = (1,2,3, 5,30, 60) y (6) C = (1,3,5,15,30,45) 


inducida en cada uno por la relación (|). 


Sea S= ja, b.c. d.e.f) ordenado por la relación % como se ve en la 
Fig.2-9. (a) Enumerar todos los pares x, y e S para losque x 2 y. (9). Enu- a 
merar los subconjuntos de tres elementos que estén totalmente ordenados. 


Fig. 29 


Verificar: 

(u) el conjunto ordenado de subconjuntos de 5 en el Problema 7(a) tiene 2% como primer elemento (también 
como elemento minimal) y 5 como último elemento (también como elemento maximal). 

(6) el conjunto ordenado E del Problema 7(b) no tiene primero ni último elemento. ¿Cuáles son sus elementos 
minimal y maximal?. 

(e) el subconjunto C = (2, 4, 5. 15, 60) de B del Problema 7(b) carece de primero y último elemento. ¿Cuáles 
son sus elementos minimales y máximales? 


Demostrar que: 
(a) la multiplicación es una operación binaria sobre S =|l, —I). pero no sobre T = 


(6) la adi 


12h 


ción no. 


Ín es una operación binaria sobre S =Íx: xeZ, x < 0), pero la multiplic: 


Sea S =(4.8B,C, Dj donde A =D. B= la,bj. C = la.cj. D=| 
iren que U es ung Operación binaria sobre $ pero que '( no lo es. 


b.cj. Constrúyanse tablas que mues- 


Para las operaciones binarias e y > definidas sobre S = a, 6. c. d, e) por las Tablas 2-9 y 2-10, supóngase que 
son asociativas e investiguense todas las demás propiedades. 


boe do oe 

doa a «a 

b b db b 

b e c e 

d d d 

e e e e d e 
Tabla 2-9 Tabla 2-10 


Sea S = (4. B,C,D) donde 4 =D. B= (a),,C = la.b), D =(a.b.c]: 
(a) Constrúyanse tablas para demostrar que U y (1 son operaciones binarias sobre S. 
(b) Supóngase la asociatividad para cada operación e investíguense todas las demás propiedades. 
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2, 


3 


Parala operación binaria sobre S = (a, b, c, d.e,f, g, 1) opa 
definida por la Tabla 2-11, dése por sentada la asocia- 
tividad e investíguense todas las otras propiedades. 


aja 


> e 


Demuéstrese que > definida en el Problema 23 es una 
operación binaria sobre los subconjuntos S, 
S, =(a,c), Si = (a, e), Sy = 
Ss = (a, hh, Se=la,b,c,d), S,=(0,c, ef), 
Sy = (a, c,g, h), pero no sobre los subconjuntos 
(a, b) y T¿= (a, f, g) de S. 


ros alo 


=>. a. 
PO 
A E 

es. oe. 
So =0 
ca... us. 
ara 

oc. no. oca 
ano a. o >]> 


Demostrar el Teorema IV. Sugerencia: Suponer que y' Tabla 2-11 


y z son simétricos de x y considérese 70 (xo y) = (2>x)0 y. 


(a) . Demostrar que el conjunto N de los números naturales respecto de la Es y el conjunto M= (2x: xe N) 
respecto de la adición, son isomorfos. Sugerencia: Utilizar ne N Zn e M. 

(6) El conjunto N respecto de la adición, ¿es isomorfo al conjunto P = (2x — 1: x e N) respecto de la adición? 

(e) El conjunto M de (a), ¿es isomorfo al conjunto P de (6)? 


Sean A y B conjuntos dotados de las operaciones respectivas » y 3. Supóngase que A y B son ¡somorfos 
y demuéstrese: 
(a) Si la ley asociativa (conmutativa) se verifica en A, también se verifica en B. 
(b) Si 4 tiene un elemento neutro u, entonces su correspondiente u' es el elemento neutro en B. 
(c) Si cada elemento de A tiene un simétrico con respecto a », lo mismo ocurre con los elementos de B respec- 
to de O. 
Sugerencia: En (a). sea «EA > a'EB, 590, cc. Entonces 
ar(bo) > vo(lae),  (arb)oco (1od)ae 
y ao(boc) =(aob)oc implica  «a(oe)=(4od)or 


Expresar cada una de las siguientes permutaciones de 8 simbolos como producto de ciclos disjuntos y como pro- 
ducto de transposiciones (en número mínimo). 


otritasta) Gissraio) Olciics2rs 
(d) (2468) 0 (348) — (e) (15)(2468)0(37)(15468) — (f) (135) 9 (3456) o (4678) 
Respuesta parcial. (a) (1234) = (12(18)(14) 

(c) (13)(246)(58) = (13)(24)(26)(58) 

(d) (28)(346) = (28)(341(86) 

(4) (1637845) = (16)(13)17)(18)(14)(15) 


Nota: Por comodidad, - se ha suprimido al indicar los productos de transposiciones. 


Demostrar que los ciclos (1357) y (2468) del Problema 28(b) son conmutativos. Establecer el teorema co- 
rrespondiente. 


Escribir en notación cíclica las 6 permutaciones sobre S = (1, 2, 3), denotarlas en cierto orden por py, Pa, Pa, +++ + 
Pe y formar una tabla de productos p, > pj. 


Formar la tábla de operación (producto) para el conjunto S = ((1), (1234), (1432), (13)24)) de permutaciones 
de cuatro símbolos. Mediante la Tabla 2-3 mostrar que S es isomorfo a B. 


Capítulo 3 


Los números naturales 


LOS POSTULADOS DE PEANO 


Hasta ahora hemos supuesto las propiedades de los sistemas de números que son necesarias para 
proporcionarnos ejemplos y ejercicios en los primeros capítulos. En este capítulo nos proponemos cons- 
truir el sistema de los números naturales suponiendo solamente unas cuantas de sus propiedades más 
simples. Estas propiedades más simples, conocidas como postulados (axiomas) de Peano_por el mate- 
.mático italiano que los enunció en 1899, se pueden establecer como sigue: 


Sea un conjunto N no vacío, tal que 
Postulado l: 1 eN. 
Postulado II: Para cada n EN existe un único n* eN, llamado siguiente de n. 
Postulado Il: Para cada n eN se tiene n* 4 1. 
Postulado IV: Sim,n eN y m* = a*, entonces m =n. 
Postulado V: Todo subconjunto X de N que tenga las propiedades 
(a) 1eK 
(b) k* e K siempre que ke K 
es el mismo N. 
Primero veremos que, efectivamente, éstas son propiedades bien conocidas de los números na- 
turales. Los Postulados 1 y II no requieren más explicación; el III establece que hay un primer número 
natural, el 1; el IV dice que distintos números naturales m y n tienen distintos siguientes m + 1 yn + 1; 


el V dice en esencia que cualquier número natural puede alcanzarse comenzando con 1 y contando los 


siguientes consecutivos. 
Se observará que en las definiciones de adición y multiplicación sobre N que siguen no se acude 


á nada que sobrepase estos postulados. 


ADICION SOBRE N 
La adición sobre V se define por 
() n+1=n* para todo n eN. 
(ii) n +m* = (1 + m)* siempre que » + m esté definido. 
Se demuestra que la adición está regida por las leyes siguientes: 
Para cualesquiera m,n,p eN, 
A,. Ley de clausura n+m eN 
Az. Ley conmutativa  n+m=mz+n 
Ay. Ley asociativa m+(n+ p)=(m+nj+p 
A4. Ley de cancelación Sim-+.p=n+p, entonces m=n 
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MULTIPLICACION SOBRE N 
La multiplicación se define por 
(ii) n:l=2. 
(iv) n:mi=n:+m+mn siempre que nm esté definido. 
Se demuestra que la multiplicación se rige por las leyes siguientes: 
Para cualesquiera m,n,p EN 
M,. Ley de clausura nm eN 
M,. Ley conmutativa men=n.m 
M3. Ley asociativa m-(n*p)=(men)"p 
M,. Ley de cancelación Si m-*p=n*p, entonces m=n 


La adición y la multiplicación siguen las leyes distributivas: 
Para cualesquiera m,n,p EN, 


D.. Mm*(nN+p) = m'n+m*p Ñ 
Do. (n+p) mM =n:Mm+p:m 


INDUCCION MATEMATICA 
Sea la proposición 
Pim): m* Am, para todo m eN 


Demostraremos ahora cómo se puede establecer esta proposición solamente mediante los Postu- 
lados 1-V. Definamos 
K=(k: k eN, P(k) es cierto) 


Como leN (Postulado 1) 
y 1 1 (Postulado 111) 
Entonces P(1) es cierto y 1 e€K 


Sea ahora k cualquier elemento de K; entonces 

(a) Plk):  k*mAk 

es cierto. Pero si (k*)* = k* se sigue por el Postulado IV que k* = k en contradicción con (a). Por tanto, 
Ple) (MP) 

es verdadero y entonces k* € K. Así, pues, K tiene las dos propiedades enunciadas en el Postulado V; 


de modo que K= N y la proposición es válida para todo m eN. 


Al establecer la validez de la proposición anterior, hemos probado al mismo tiempo el siguiente 


Principio de inducción matemática 
Una proposición P(m) es cierta para todo m € N siempre que: 
S P(1) sea cierto 
y que para todo k eN, P(k) cierto implique P(k*) cierto 


Las diferentes leyes A¡-Aa, M,-M,, D,-D, se pueden basar en la inducción matemática, Así se 
establecen A, en el Ejemplo 1, Az en el Problema 1, Az en los Problemas 2 y 3 y D, en el Problema 5. 
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Ejemplo 1: Demostrar la ley de clausura: n + me N para cualesquiera m,n e N. 


Tenemos que demostrar que n + m está definido (es un número natural) por (1) y (ii) para 
cualesquiera m, ne N. Supóngase que n sea cierto número natural fijo y considérese la pro- 
posición 


P(m) n+me€ NN, para todo mEN 
Como PO: n+1EN 


es cierto puesto quen + 1 = 
que para algún ke N 


* (por (i)) y n* e N (por el Postulado 11). Supóngase en seguida 


(a) P(k):  n+kEN escierto 
se deduce entonces que Ple): m4 EN 


es cierto puesto que n + k* = (n + k)* (por (iD) y (n + k)* e N siempre que n + ke N (por 
el Postulado 11). Así que, por inducción, P(m) es cierto para todo m e N y como » era cual- 
quier número natural, queda probada la ley de clausura para la adición. 


En vista de las leyes de clausura A, y M,, la adición y la multiplicación son (véase Capítulo 2) ope- 
raciones binarias sobre N. Las leyes Ay y My sugieren como aefiniciones para suma y Me de tres 
elementos a,, 47, az EN, 


(m) 4+42+43 = (41 +43) +03 = 41 + (0: +43) 
(vi) 4143-43 = (01*a2)-as = ar (42 as) 


Nótese que para una suma o producto de tres números naturales se pueden insertar paréntesis a vo- 
luntad. La suma de cuatro números naturales se examina en el Problema 4. El caso general se deja como 
ejercicio. 

En el Problema 6 demostramos el 
Teorema L Todo elemento n + 1 de N es el siguiente de algún otro elemento de N. 


RELACIONES DE ORDEN 
Para cualesquiera m,n € N definimos «<>» por 
(vi) m <n si, y solamente si, existe algún p eN tal que m+p 


En el Problema 8 se demuestra que la relación < es transitiva, pero no reflexiva ni simétrica. Por 
el Teorema I, 


l<nm para todo n+%+1l 
y por (i) y (vii), n<n* para todo n eN 
Para cualesquiera m, n e N definimos «>» por 
(ii) m=>n si, y solamente si. 2 <m 
De aquí se sigue 
La ley de tricotomía: Para cualesquiera m,n € N se verifica una, y solo una, de las siguientes relaciones: 
la) m=n, (b) m<n, (ce) m>n 
Para una demostración, véase el Problema 10. 
Otras consecuencias de las relaciones de orden son los Teoremas Il y 11: 
Teorema IL. Sim,n eN y m< mn, entonces para todo p eN 
(a) m+p<n+p (b) m«p<n*p 


y reciprocamente, si (a) o (b) son ciertas para algún p € N, entonces m <n. 
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Teorema 1. Sim,n eN y m> n, entonces para todo p eN 
(4) m+p>n+p 
(b) m-«p > np 
y recíprocamente, si (a) y (b) son ciertas para algún p € N, entonces m > n. 
Como el Teorema II' no es más que el Teorema II con m y n cambiadas, es claro que la demostra- 
ción de una parte del Teorema 11 (véase Problema 11) demuestra la parte correspondiente del Teorema II”. 
Las relaciones «menor o igual que» (<) y «mayor o igual que» (=) se definen como sigue: 
Param,n eN, m=u si m<n osi m=n 
m=n si m=n osi m>n 


Sea A un subconjunto cualquiera de N (esto es, A C N). Un elemento p de A se dice elemento mí- 
nimo de Á si p <a para todo a € A. Nótese que en el lenguaje de los conjuntos, p es el primer elemen- 
to de A con respecto al orden <. En el Problema 12 se demuestra el 


Teorema HI. El conjunto N es bien ordenado. | 


MULTIPLOS Y POTENCIAS 
Sea a €S, sobre el cual se han definido las operaciones E + y *, y hágase 
la = a a=a 
y (k+1)a = ka+a arti= atra 
siempre que ka y a* estén definidos para k eN. 
Ejemplo 2: Como la=a y al=a, setiene 
2a = (1+1)a = la+la =ata y d%= alt= ara = aa 


3a = (24+1)a = 2a+la=a+a+ta y 4= ati= ara = arara 
etc. 

Debe tenerse en cuenta aquí que en el Ejemplo 2 el + en 1 +1 y el + en a + a han de conside- 
rarse por completo distintos, pues el primero denota adición en N y el segundo en S. (Podría ser útil 
denotar las operaciones S por €) y O.) En particular, ka = a + a + --* + a es un múltiplo de a y 
se puede escribir como k + a solamente si k eS. 

Mediante el principio de inducción, se pueden demostrar las siguientes propiedades para cuales- 
quiera a,b € S y cualesquiera m,n € N: 


(ix) ma +na = (m+n)a (ix) arar = auto 
(9) mina) = (menja Y (ay = ar 
y, si + y + son conmutativas sobre S, 


(xi) na +nb = n(e+b) (xi) ar-br = (ab) 


CONJUNTOS ISOMORFOS 


Ya es evidente que el conjunto (1, 1*, (1%)*, . ... ] dotado de las operaciones y relaciones en él de- 
finidas, solo difiere por los símbolos empleados del familiar sistema (1, 2, 3,..... ) dotado de las opera- 
ciones y relaciones usuales. Si un romano hubiese escrito este capítulo es claro que habria llegado a 
la misma conclusión con su sistema (I, IL III, .... ). Se dice simplemente que los tres son 1somorfos. 
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Problemas resueltos 
Demostrar la ley asociativa Az: m+ (n + p) = (m +1) + p para cualesquiera m,n,p €N. 
Sean m y n dos números naturales dados y considérese la proposición 
Pl)  m+(n+p)=(m+n)+p para cualesquiera peN 
Primero verificamos la validez de P(1): m + (n + 1) = (m + nm) + 1. Por (1) y (1), página 30, 
me(n+1) = ment = (mien)? = (men +1 


y PU) es cierto. 
En seguida, supóngase que para algún ke N se verifica 


P(k): m+(n+k) = (mer)+k 


Hay que demostrar que esto implica que 


P(K*): o mat (n+k*) = (m+a) +k* 
es verdad. Por (ii), mt(u+kt) = m+(n+k)0 = [m+(n+k)]* 
y (m+nm) + k* = [(m+n)+k]0 


Entonces, siempre que P(k) sea cierto, 


miro = [mt(n+a]* = (men) +k* = (min) +k* 


y P(k*)es cierto. Asi, pues, P(p) es cierto para todo p € N y como m y n son cualesquiera números naturales, que- 
da demostrada Ag. 


Demostrar que Pín): n + 1=1+Hm para todo n eN. 
Evidentemente, P(1) = 1 + 1 = 1 + 1 es verdad. Supóngase ahora que para algún ke N, 
PM): k+1=1+£ 
sea cierto. Hay que demostrar que esto implica 
Pet): K+4 1 144 


Mediante la aplicación sucesiva de la definición de k*, de As, de la suposición que P(k) es cierto, y de la defini- 
ción de k*, se tiene 


14% =14(+1) = (1+)+1 = (k+1)+1 = 1t+1 
Así que P(L*) es cierto y queda demostrada P(m). 


Demostrar la ley conmutativa Az: m+n=n + m para todo m,n eN, 
Sea n un número natural dado, pero arbitrario, y considérese 
Pim): m+n=n+m para cualquiera meN 
Por el Problema 2, P(1) es cierto, Supóngase que para algún ke N se verífica 
PM): k+tna=nu+k 
Entonces 
kt+n= (k+1)+n = k+(1+n) = k+(n4+1) = k+at = (kn)? = (n+k) = n+k 


AsÍ, pues, 


o a 
es cierto y se sigue Az. E o 


El lector comprobará cuidadosamente que la sucesión de igualdades anterior se obtiene utilizando única- 
Imente las definiciones, postulados, las leyes de la adición demostradas y, desde luego, la suposición básica de que 


P(k) es cierto para algún valor arbitrario k € N. Tanto en esta demostración como en las que vengan luego, se so- 
breniende que cuando no se cite el porqué de un paso dado en la demostración, el lector ha de suplirlo. 
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4. (a) Seana,, az, ay, a, € N y defínase a, + a, + 43 + a, = (a, + a, + d3) + 04. Demostrar que 
se pueden intercalar paréntesis a voluntad en a, + 4, + 43 + 44. 


Utilizando (v), tenemos a, + az + a3 +44 = (9, +a3+ a) +44 = (a, +47) + a3 +04 5 (a, +a9) + 
(aya) = a + a+ (940) = a, + (ay +a3+aj), eto. 


(b) Para D,a1,42,43 E N, mostrar que b-(01+a2 +45) = bra + bas + b-4s, 
bo(ay+az+as) = br((a+a)+as] = dr(a+a) +bray = bra, +braz+b+0 


5. Demostrar la ley distributiva D,: (n +p):"m =n*m-+p+*m para cualesquiera m,n,p EN. 
Supóngase dados n y p y considérese 
P(m):  (n+p)em = n+m+p+mpara todom € N 
Mediante A, y (iii) se ve que es cierto 
PM): (n+p)1 =2n+p = n1+p-1 
Supóngase que para algún ke N se verifica 
PP): (a+p)ek = nk+prr 
Entonces (M+p)ek* = (n+p)k+(n+p) = nipona 
nok+(ork+n)+p=nk+(n+o.k)+p 
= (mk +m) + (pk +p) = n.kt+ pel" 


' 


Asi, pues Pl): (a+) ke = nm kt+p.k* 


es cierto y queda demostrada D,. 


6. Demostrar que: Todo elemento n + 1 de N es el siguiente de algún otro elemento de N. 


Primero observamos que el Postulado III excluye el 1 como siguiente. Denótese por K el conjunto formado 
y por el elemento 1 y todos los elementos de N que son siguientes, es decir, 


K=(k: keN, k=10k=m* para algún me N) 


Pero todo k e K tiene un siguiente único; k* e N (Postulado 11) y como k* es un siguiente, tenemos k* e K. En- 
tonces K= N (Postulado V). Luego, para todo ne N se tiene o bien n = 1, o bien n =m* para algún me N. 


7. Demostrar: m-+mn=km para cualesquiera m,n EN, 
Sea n un número dado y considérese P(m): m + n + m para todo m e N. Por el Postulado 11, P(1):1+mnm $ 1 
es cierto. Supóngase que para algún ke N se verifica 


(a) Pb): k+n ok 


Ahora bien, (k + 1m)* + k* pues por el Postulado IV, (k + n)* = k* implica k + n = k en contradicción con (a). 
Así, pues, 
Paca E ei E al 


es cierto y el teorema queda demostrado. 


8. Demostrar que < es transitiva, pero no reflexiva ni simétrica. 


Sean m, n, p € N y supóngase que m < n y n < p. Por (vil), existen r, s e N tales quem +7 =nyn+s=p 
Entonces 


n+s= (mirta = mt(r+e) =p 


Con lo que m <p y < es transitiva. 
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Sea n e N. Ahora bien, n < n es falso, pues si fuera cierto, existiría algún k € N tal quen + k = n en contra 
del resultado obtenido en el Problema 7. Así, pues, < no. es reflexiva. 

Finalmente, sean m, 1 € N y supóngase m < n y m < m. Como < es transitiva, se sigue que m < m en con- 
tradicción con lo visto en el párrafo anterior. Así que < no es simétrica. 


Demostrar que 1 <n para todo n eN. 
Si n= 1, la igualdad se verifica; para ótro caso, por el Problema 6, n= m*=m + 1, para algún me N 
y se tiene la desigualdad. 


Demostrar la ley de tricotomía: Para cualesquiera m, n eN se verifica una de las siguientes 
relaciones y solo una 


(a) m=n (0) m<n (e) m>n 

Sea m cualquier elemento de N y constrúyanse los subconjuntos 
NN. =d(m, Na = (e: 2EN,2<m) Ni = (e: 2EN,2>m) 

Vamos a demostrar que (N;, Nz, Na) es una partición de N con respecto a [=, <, >). 

(1) Supóngase m = 1; entonces N, = (1), N¿ = Y (Problema 9) y Ny =(x: xeN, x > 1). Es claro que 
N, U N¿U Ny = N. Para completar, pues, la demostración en este caso, solo queda por comprobar que 
MAN =M ON =N,0N = 9, S 

(2) Supóngase m + 1. Como 1 € Na, se sigue que 1 € NM, U Na U Na. Tómese ahora cualquier n + 1€ y U 
N, U Ny. Hay tres casos posibles por examinar: 

(i) nen; Aquí, n=m y entonces nte Ny. 
(li) ne N¿ demostrar que n + p =m para algún pe N-Sip= 1, es n* =meN,; sip + 1 de modo que 
p=1+q para algún geN, es n* + q =m y entonces n*e Ny. 
(iii) neNy. Aquí n* > n > m y asi n*e Ny. 
Por consiguiente, para todo ne N. 
neN, UN, N, implica meN,UN¿UNs 
Como 1€N, U N, U Ny se concluye que N = N, UN¿U Ny: 


Ahora bien, mg N, porque m + m; luego N, (WN, = Y. Del mismo modo, m + m, y entonces 
Ny MN, = £. Supóngase que N2 (7 N, = (p) para algún pe N. Entonces, p< m y p > mo, lo que es 
lo mismo, p< m y m < p. Como < es transitiva tenemos p < p, que es una contradicción. Así, pues, he- 
mos de concluir que N¿ (Y N3 = Z y la demostración queda completa para este caso. 


Demostrar que: sim, n e Nym < n, entonces paratodop e N,m + p < n + pyrecíprocamente. 
Como mm < n existe algún ke N tal que m + k =n. Luego 
n+p= (m+k)+p=m+k+p=m+p+k= (m+p+k 
y entonces m+p<n+p 


Para la recíproca, supóngase m + p < n + p. Entonces, o bien m = n, o bien m <n. o bien m> n. Si 
m= n, entonces m + p =1n + p: sim > n, entonces m + p > n + p (Teorema 11') Como esto contradice 
la hipótesis, se concluye que m <m. 


Demostrar que el conjunto N es bien ordenado. 


Sex un subconjunto cualquiera S 4 Y de N. Hay que demostrar que S tiene un elemento mínimo. Esto 
es cierto si 16.5. Supongase que 16 5; entonces |< s para todo se 5. Desígnese por K el conjunto 


K= (ki keN, k=s para todo s€S) 


Como le K, entonces K + 2. Además. K + N; por tanto, debe existir un r e K tal que r* é K. Pero este re S, 
Pues sí no, r < s, y entonces 1* <s para todo se S. Pero con ello se tendría r* e K, en contradicción con lo 
supuesto respecto de r. Así que S tiene un elemertto mínimo, Y como-5 era cualquier subconjunto no vacio de N, 
se tiene. pues, que todo subconjunto no vacío de N tiene un elemento mínimo y. por tanto, N es bien ordenado. 
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Problemas propuestos 
13. Demostrar por inducción: 1-1 =n para todo ne N. 


14, Demostrar por inducción: (a) M,, (6) Ma, (c) Ms. 
Sugerencia: Utilizar el resultado del Problema 13 y D, en (6). 


15. Demostrar: (a) D, siguiendo el Problema 5, (b) D, mediante Mz. 


16. Demostrar: (a) (m+nt)* =m*+n* 
(0) (mento = men tome 
(6) (ment) = me + men + 
siendo m,n € N. 


17. Demostrar: (a) (m+m) +» (p+g) = (m*p+m+*q)+(n+p+n+q) 
(0) m+(n+p)"q = (m«n)-q+m-(p*g) 
(o) me +n* = (men) +1 
(d) ment = (men +mta 


18. Scan m,n,p,qe N y defínase m*n=p*q = (m-n*p):q. (a) Demobtrar que se pueden intercalar paréntesis 
a voluntad en m-n=p*q. (b) Demostrar que m-(n + p+q)= 


19. Identifíquese S = (x: xeN, n<x<n* para todo ne N). 
20. Sim,n,p,qeN y si m<n y p <q demostrar: (a) m+p<n+q9, (b)m-p<n-g. 


21. Seanm, ne N. Demostrar: (a) Sim =n. entonces k*-m> n para todo k eN. (b)Sik*-m =n para algún ke N, 
entonces m <m. 


22. Demostrar A, y Ma con la ley de tricotomía y los Teoremas 11. página 32, y 11”, página 33. 


23. Para todo me N definir m! =m y m*** = mP=m siempre que mi? esté definido. Si m, n, p, q € N, demuéstrese: 
(a) meme =m""9, (b) (MY = mm", (c) (men? =mP+n". (d) (1Y = 1. 


24. Con m,.neN mostrar que (a) m<men<nsim<n, (bm + > 2mensimán. 


25. Demostrar por inducción que para todo ne Ñ: 
la) 1424+34+:::+n=3n(n +1) 
(6) 1+24+3 + +1? = ful + 1)Qn +1) 
() P4BIIR A bn + 1 


26. Con 4;,43,43,,.., 4, € N defínase dy + 42 +43 +=" +4 = (4, +43 +43+>> +41) +0, para k = 
3,4,5,...,n. Demostrar: 
(4) a+ 03443400044, =(0, +43 + 434 40, + (441 + ar +00 +) 
(b) En una suma de » números naturales se pueden intercalar paréntesis a voluntad. 


27. Demostrar cada una de las siguientes formas diversas del principio de inducción. 
(a), Sea una proposición P(n) asociada a cada ne N. Entonces P(n) es cierta para todo ne N si: 
(il) P(1) es cierto. 
(ii) Para todo me N la suposición de que P(k) es cierta para todo k < m, implica que Pm) es cierta. 


(b) Sea b un cierto número natural dado, y sea una proposición P(n) asociada con cada número natural a =b. 
Entonces P(n) es cierta para todos los valores de n siempre que: 
(i) —P(b) sea cierta. 
(ii). Para todo m > h la suposición de que P(K) es cierta para todo £ € N tal que h =k < m implique Pies) 
es cierta. 


Capítulo 4 


Los enteros 


INTRODUCCION 


El sistema de los números naturales tiene un defecto manifiesto en que dados m,s EN, la ecua- 
ción m + x = s puede tener o no tener solución. Por ejemplo, m + x = m carece de solución (véase 
Problema 7, Capítulo 3), mientras que la m + x.= m* tiene la solución x = 1. Es sabido que esto se 
remedia añadiendo a los números naturales (llamados entonces enteros positivos) el cero y los enteros 
negativos para formar el conjunto Z de los números enteros. 

En este capítulo se muestra cómo puede construirse el sistema de los enteros a partir del sistema 
de los números naturales. Con tal fin se forma el conjunto producto 


L = NxN = ((sm): seN,mEN) 


No se dirá ahora, por ejemplo, (s, m) es una solución de m + x = s. Pero quede claro que se procede 
como si ése fuera el caso. Nótese que si (s, m) fuera solución de m + x = s, entonces (s, m) sería también 
solución de m* + x = s*, que a su vez tendría como solución (s*, m*). Esta observación sugiere la 
partición de £ en clases de equivalencia tales que (s, m) y (s*, m*) sean elementos de la misma clase. 


RELACION BINARIA — 
Sea la relación binaria «—», léase «equivalente», definida para cualesquiera (s, m), (t,1) € L por 
(s, m) = (1,n) si, ysolosi, s+n=1t+m 

Ejemplo 1: (a) (5,2) — (9,6) pues 5+6= 9+2 
(0) (5,2) 4 (8,4) — pues 5+4 Y 8+2 
(e) (r,1) (8,8) — pues r+e=s+r 
(8) (r*,r) — (6%, 8) pues re+e=st+r 
(e) (r*,8*) —(r,8) pues re+a =r+8* 
siempre que r,s € N. 


Entonces — es una relación de equivalencia (véase Problema 1) que induce en L una partición en 
clases de equivalencia 4 = ([s, m], [1,m],..... ) donde 


[s,m] =  ((a,b): (a,b) E L, (a,b) —(s,m)) 


Recordemos del Capítulo 2 que (s, m) € [s, m] y que si (c, d) € [s, m], entonces [c, d] = [s, m]. Así, 
pues, 


[s,m) = (t,n] si, y solo si,  (s,m) — (t,n) 


“Vamos 2 demostrar ahora que el conjunto 4 de clases de equivalencia de L respecto de = es, aparte 
los símbolos empleados, el conjunto ya conocido Z de los enteros. 
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ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE .4 
La adición y la multiplicación sobre 4 se definirán, respectivamente, por 
(i) [s,m] + [£,n] = [(s+8), (m+a)] 
(ii) [s,m] + [£,m] = [(s:t+m-n), (s-n+m-t)] 
para cualesquiera [s, m], [t,n] € J. 
La inspección de los segundos miembros de (i) y (ii) muestra que se cumplen las leyes de clausura 
Aj. x+y es para cualesquiera x, y € 4 


MM. xy es para cualesquiera x, y € 
En el Problema 3 se demuestra el 
Teorema I. La clase de equivalencia a la que pertenece la suma (producto) de dos elementos pertene- 

cientes a sendas clases de equivalencia de 4 es independiente de los elementos particu- 
lares elegidos. 

Ejemplo 2: Si (a,b),(c,d)€ [s,m] y (e, (9, he (eb no solo se tiene 

[,8] = [6d] = [sm] y [ef = [0,4] = [69] 
sino también por el Teorema 1 


[a,5] + [0,1] = [c,d) + [0, A] 


y [0,5] + [0,11 =[lc,d] + (0,2) 


[8,m] + [t, 1] 


(s,m) + (t,2) 


El Teorema | también se puede enunciar como sigue: La adición y la multiplicación sobre 4 son 
compatibles con la relación de equivalencia y, por tanto, bien definidas. 

Mediante las leyes conmutativa y asociativa para la adición y la multiplicación sobre N, no es di- 
fícil demostrar que la adición y la multiplicación sobre 4 obedecen a las mismas leyes. La ley asocia- 
tiva para la adición y una de las leyes distributivas se demuestran en los Problemas 4 y 5. 


LOS ENTEROS POSITIVOS 


Sea r EN. De 1 + r=r* se sigue que r es solución de 1 + x = r*, Considérese ahora la apli- 
cación 


[nt,1) on, neN 69) 
Para esta transformación encontramos 
[1,1 + [8*,1) = [06*+8%), (1+1)] = [(r+9)*,1] or+e8 
[r*,1)-[s*,1] = [(*:8*41-1), (1*-14+8*1)] = ((1u8)*,1] 6 1-8 


Así que (1) es un isomorfismo del subconjunto ([n*, 1]: n eN) de 4 sobre N. 


Supóngase ahora que [s,m] = [r*, 1]. Entonces (s,m) = (14,1), s =r +m y s > m. Lo cual 
sugiere definir el conjunto Z* de los enteros positivos por 


Z* = ([s.m]: [sm] e%,s >m) 


En vista del isomorfismo (1) el conjunto Z* puede sustituirse por el conjunto N donde quiera que este 
último resulte más cómodo. 
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EL CERO Y LOS ENTEROS NEGATIVOS 


Sean r, s € N. Se tiene que [r, r] = [s, s] para cualesquiera r y s y [r, r] = [s, 1] si, y solo si, 1 = s. 
Definimos el entero cero, 0, como el que corresponde a la clase de equivalencia [r, r],r € N. Sus pro- 
piedades conocidas son 


(s,m]+([r,r] = [s,m] y  [s,m]-[r,r] = [r,r] 
demostradas en los Problemas 2(5) y 2(c). La primera de éstas es la que lleva a designar el cero como 


elemento neutro de la adición. 
Por último, definimos el conjunto Z” de los enteros negativos por 


z = ([s,m]: [s,m]€ Y, s<m) 
Se sigue ahora que para cada entero [a, b], a + b existe un único entero [b, a] tal que [véase Proble- 
ma 2(d)] 
[a,b] + [b,a] = [r,r] > 0 (2) 


Se denota [b, a] por — [a, b] y se le llama opuesto de [a, b]. La relación (2) sugiere la designación [, a] 
o —[a, b] como el simétrico aditivo de [a, b]. 


LOS ENTEROS | 
Sean p. g EN. Por la ley de tricotomía para los números naturales, hay tres posibilidades 

(a) p = q, de donde [p, q] = [9,p] 0. 

(b)  p < q, de modo que p + a=q para cualquiera a e N; entonces p + a* 

(c) p> q, de modo que p= q +a para cualquiera a eN y [p,g] a. 


+1y[9.p]=[e*, I]>a. 


Supóngase que [p.g]=>n eN. Como [g.p] = —[p, 4]. introduciremos el símbolo —n para 
denotar el opuesto de n € N y escribiremos [q, p] > —n. Así, cada clase de equivalencia de 4 se apli- 
ca ahora sobre un elemento único de Z = (0, +1, +2,... j. Que 4 y Z son isomorfos se sigue inme- 
diatamente una vez establecidas las propiedades conocidas del signo menos. Sin embargo, al demos- 
trar la mayoría de las propiedades fundamentales de los enteros, suele ser conveniente el utilizar las 
correspondientes clases de equivalencia de 


Ejemplo 3: Sean a. he Z. Mostrar que (—a)+b = —(a* b). Sea a +> [s, m] de modo que —a «+» [m, s] y 
sea b «> [1. m]. Entonces 


(Cd):be [ms] + [tm] = [(m+t+.8.n), (men +a-t)] 
y a:bo [sm - [tn] = ((6rt+men), (3.1 +m+0)] 
Como H(a+b) > [(s-n +m-t), (s-t+m-n)] e [(-a)+b] 
resulta que (a)-b = —(a*b) 


Véanse Problemas 6-7. 


RELACIONES DE ORDEN 
Para a,b € Z, sea a+ [s, m] y b => [1, n]. Las relaciones de orden «<» y «>» entre los enteros 
se definen por 
a<b si, y solo si, (s+n)<(1+m) 
y a>b si, y solo si, (s+1m)> (1+m) 


En el Problema 8 se demuestra la ley de tricotomia: para cualesquiera a, b € Z, se verifica una. 
y solo una, de las siguientes relaciones 


(a) a=b, (b) a<b, (ce) a>b 


CAP. 4] LOS ENTEROS 41 


Si a,b,c €Z, se tiene: 
(1) a+e<b+esi, y solo si, a <b, 
(1) a+ec>b+osi, y solo si, a > b. 
(2) Sic>0,esarc<bre si, y solo si, a < b. 
(2) Sic>0, es arc> he si, y solo si, a > b. 
8) Sic<0,esarc<brc si, y solo si, a > b. 
(3) Sic<0, es arc>b-c si, y solo si, a <b. 
Para las demostraciones de (1') y (3), véanse Problemas 9-10. 
La ley de cancelación para la multiplicación sobre Z, 
Ma. SizfH0ysix"z=py"z, es x 


puede demostrarse ahora, 
Como consecuencia inmediata, se tiene el 


Teorema IM. Sia,b eZ y sia:b=0, entonces o bien a=0 o bien b=0. 


ParY una demostración, véase Problema 11. 
Las relaciones de orden permiten escribir los enteros en el orden acostumbrado 


A AS o 


y su representación por puntos igualmente espaciados en una recta, Entonces «a < b» significa «a está 
a la izquierda de b» y «a > b» significa «a está a la derecha de b». 


A r dc 
sd, 0 1 2 3 


Fig. 41 


De esta ordenación de los enteros se infiere el 
Teorema III. No existe ningún n €Z* tal que 0<m<l. 


Este teorema (véase Problema 12 para una demostración) es una consecuencia del hecho de que 
el conjunto Z* de los enteros positivos (por ser isomorfo al N) es bien ordenado. 


SUSTRACCION «-—» 


Se define en Z/la sustracción «—» por a — b=a+(—b). La sustracción es evidentemente 
una operación binaria sobre Z. Sin embargo, no es conmutativa ni asociativa, si bien la multiplicación 
es distributiva respecto de la sustracción. 


Ejemplo 4: Demostrar: a—(b=0) % (a—b)=c con abc EZ y 00 
Sean a > [s,m], b0 [tn], y eS [up]. Entonces, 
bo = b4+(0) 0 ((+p) (n+00] 


=(b=0) e (mM+u), (t+»)] 


y a=(b=0) = a+((b—0) e [(s+2+u), (m+t+p)] 
pero a=b = a+(-b) e [(e+m), (m+t)] 
y (a—=b)=0 = (a+b)+(—o) O [(5+n+p), (m+t+u)] 


Asi que, conc 0, a—(b=0) * (a—b)=0. 
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VALOR ABSOLUTO a 
Se define el valor absoluto «Ja|» de un entero a por 
[ a si a=0 
aj = 
| ! lea si a<o0 


Así, pues, excepto cuando 4 =0, la] e Z*. 
Cuando al menos uno de los a,b es 0, las siguientes leyes son evidentes 


(Y la <= a < pa] (2) [a-b| = fal+1b] 
(8) la] —|b; < Ja+b] (8) Ja+b] = la] + [b] 
(4) Ja — [6] = lab] (4) [ab] = la| + |b] 


Se pueden demostrar para cualesquiera a,b €Z considerando los casos separados en los Proble- 
mas 14 y 15. 


ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE Z 


Las operaciones de adición y multiplicación sobre Z siguen las leyes Ay-Aa, MM, y D;-D, del 
Capítulo 3 (enunciadas para enteros) con la única modificación siguiente: 


Ma. Ley de cancelación: Si m-:p=n*p y si p 4 0 €Z, entonces m= n para-cuales- 
quiera m,n eZ. 
He aquí dos propiedades de Z que no tenía N: 


As. Existe un elemento neutro, 0 € Z para la adición, tal que n+0=0+mnm=mnm para 
todo n eZ. 


Ag: Paratodon e Zexiste un simétrico aditivo, —n eZ, talquen + (nm) = (1) + n=0 
y que se llama opuesto de n y otra propiedad común a N y Z. 


Ms. Existe un elemento neutro, 1 € Z, respecto de la multiplicación, tal que 1-1 =n*1=n 
para todo n €Z. 


Por el Teorema III, Capítulo 2, el elemento neutro en As y el elemento neutro en Ms son únicos; 
por el Teorema IV, Capítulo 2. cada simétrico aditivo en Ag es único. 


OTRAS PROPIEDADES DE LOS ENTEROS 


Ciertas propiedades de los enteros se han establecido mediante las clases de equivalencia de 4. 
No obstante, una vez establecidas las leyes fundamentales, todas las demás propiedades se pueden ob- 
tener utilizando los elementos de Z mismos, 


Ejemplo $: Demostrar: Para todo a,b,c€Z, 
(a) a:0= 0:04 =0 — (D) a(—b)= (ab) — (c) (bc) = ab—ac 
(a) at0=a (As) 
Entonces, asa+0=a-0 = aa+0) = ara+ar0 (D,) 
y 0=a-0 (A4) 


Ahora bien, por Ma, 0+a = a +0 = 0 como se requiere. Pero, por razones que solo 
se aclararán posteriormente, vamos a demostrar que 


0- a0 


sin apelar a la ley conmutativa de la multiplicación. Se tiene 
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a:a+0= ara = (a+0)a =aa+0ra (D) 

por tanto, 0= 0-a 

y Ora =a*0 
(0) 0=a:0= ajb+(—b] = a-b+a(—e) (D,) 


asi que a(—b) es un simétrico aditivo de a * b. Pero —(a * 5) es también un simétrico adi- 
tivo de a-b, luego 


a(=b) = —(a*b) (Teorema IV. Capítulo 2) 
(e) a(b=0) = afb+(—o)] = ab + a(—o) (D,) 
= ab + (00) ((b) arriba) 

= ab—ac 


Nota: En (c) se ha remplazado a -b y —(a*c) por las formas más corrientes ab y —ac, 
respectivamente. 


MULTIPLES Y POTENCIAS 


La sección que tiene este nombre en el Capítulo 3 (página 33), se puede repetir cambiando N por Z*. 

Es de notar que, para el caso S = Z, podemos ahora identificar ka con k a. Además, como Z con- 
tiene el simétrico aditivo de cada uno de sus elementos, $e verifican (ix)-(xi), pero no (ix)-(x1)' para 
cualesquiera m,n €Z. Lo cual es ciertamente trivial, pAes cuando a,b,m,n €Z, las propiedades 
(ix) y (xi) son entonces las leyes distributivas. 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que = sobre L es una relación de equivalencia. 
Sean (s.m). (1.1), (u, p)e L. Se tiene 
(a) (sm) = (s, m) pues s + m=s +m; = es reflexiva, 
(b) Si (sm) = (1,1), es (tn) = (s, m) pues las dos exigen s + n= 1 + m; = es simétrica. 


(e) Si (sm) = 1, my (U.n)= (Mp), ess+n=1+m1+p=u+nysin+t+p= 
14 m+u-+n. Por Ay del Capítulo 3. página 30, la última igualdad se puede rempla= 
zar por s +p=m+u; así que (s,m) — (u, p) y = es transitiva. 

Con lo que, —, por ser reflexiva, simétrica y transitiva es una relación de equivalencia. 


2 Sis,m,p.r €N, demostrar 
(a) [0+0p),p] = [r*,1] (c) [s,m] + [1,1] = [r,r] (e) [s,m] + [r*,r] = (s,m] 
(b) [s,m] + (r,7] = |s,m] (d) [s,m] + [m,s] = [r,1] 


(a) ((+p),p) — (1,1) pues r+p+1=r*+p. 
Luego [(r+p), p| = [7*,1] como se afirmaba. 


(0) [s,mi+ir,r] = [(6+7),(m+r)]. Pero ((s +7), (m+r)) — (sm) pues (s+r)+m=s+(m+r). 
Luego [(s+r),(m+»)] = [8,m] + [r,r] = [8,m]. 

(ce) [8,m] » [r,r] = [(e-7 + mer), (a=r+me-")]] = [r,r] pues ser+mer+r = s:r+mer+r. 

(d) [s,m] + [m,e] = [(s+m), (s+m)] = (r,r] 


(e) [om] + [ner] = [(5-r* + mer), (sr +omer?)] = [8,m] pues e-rt+mer+m= a+ r+ 
mer = ettmer”. 


3. 
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Demostrar: La clase de equivalencia a que pertenece la suma (producto) de dos elementos de 
sendas clases de equivalencia de 4 es independiente de los elementos elegidos. 

Sean [a, b] = [s.m] y [c. d] = [1. n]. Entonces (a, h) — (s, m) y (c. dl) = (1, n) de modo que a +m =s+b 
y e+1=1+d. Demostraremos: 


(a) [a,b] + [c.d] = [s.m] + [1.m). primera parte del teorema: 
(b) are+b:d+s n+m-et=a:d+b+c+s*14om-n, un lema necesario; 
(e) [a, 6] - Le, d] = [s.m] [1.11]. segunda parte del teorema. 
(a) Comoa+mi+cin=s+b+1+d, 
(a+c) + (mtm) = (8+t) + (b+d) 
((a +0), (b+d)) — ((se +0, (m+n)) 
[(a+e), (6+d)] = [(s++t), (m+0)] 
y [a,b] + [e,d] = [sm] + (t,-2] 
(6) Comenzamos por la igualdad evidente 
(a+m) + (c+t) + (8+b)+«(d+n) + (c+n)- (a+8) + (d+t) - (b+m) 
= (e+b)=(0+1) + (am) -(d+n) + (040) -(a+s) + (c+) + (b+m) 
que se reduce a 
Aarc+brd+sn+met) + (art+mectsd+ben + (src+nsa+d-t+med) 
= Mard+brc+sstimen) + (a-t+mectsd+b-0) + (so+nta+b+t+med) 


y por las leyes de cancelación del Capítulo 3 a la identidad requerida, | 
(e) Por (b) tenemos 
lasc+brd) + (s:n+met) = (st+4m-0) + (a-d+b-c) 
Entonces. ((a-c+b-d), (a-d+b-0)) — ((s-t+m-2), (61 +m-t)) 


[a-c+b-d), (a:d+b-0] = [(s-t+mem), (sn +me2)] 
y asi. pues. [2,8] + [c,d] = [5,1] + [£1] 


Demostrar la ley asociativa para la adición: 
([s,m] + [t,1)) + [up] = [s,m] + ([t,n] + [u, p)) 
para cualesquiera [s,m], [t,1], [u, p] € J. 
Hallamos que 
(sn + 6) + [uo] = [6+0,M+0] + (up! = [0+t+0,Mm+n+p)] 
y. Por otra parte. [sm] + ([tn] + fu,p)) = [s.m] + ((+0,(14p) = [(6+t+0,(m+n+p)] 
y resulta la ley 


Demostrar la ley distributiva D,: 
(lsm] +[tm)- [op] => [s,m)=[w,p] + [tn] (w,») 
para cualesquiera [s, m], [t.n], [u,p] € ¿. 
Tenemos 
(o, m] + (tm) + (u,o] = ((0+0,(m+n)] > (6,9) 


= [((5+0-u + (m+m+p), ((0+0-p + (m4) +u)] 

= ((scu+tu+mepinsp), (e p+tep+meu+n-.0)] 

= [((eu+m-p) + (t-u ++ p)), ((5-p +m+w + (t-p+mn+0))] 
= [(su+m-p), (s-p+m-+0] + [((-u+02-.p), (t-p+n-.0)] 


= (sm) lp] + [ten] + [up] 
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7. 


(a) Demostrar que a + (—a) = 0 para todo a eZ. 


Sea a e [s.m] entonces: —a «> [m. s]. 
a+ (a) [sm] +[m.5] = [(s + m), (m + 5) = [1.1] 0 
y a+ (-a)=0. 


(b) Six+a=b con a,b €Z, mostrar que x =b + (-a). 


Six=b+(-=a) x+a=(b+ (a) +0=b+ ((-a) + a)=b; así que x=b+ (= 
Jución de la ecuación x + a = b. Supóngase que hay una segunda solución y. Entonces y + a = 
y por Aj. y = x. Luego la solución es única. 


es so- 


Si a,b eZ, demostrar: (1) (a) + (-b)= —la + b). (2) (a) (-b)=a*b. 


Sea a+ [s.m] y hb [1.1]; entonces —a«[m, s] y —b+ [n, 0]. 


(0 a) + (b) Oo (má + (nd = [m+n,(s+0)] 
y a+b o [a.m] + (tn] = (+0, (m+n)] 

De otro lado H(a+b) O [m+n),(8+t] e (a) + (-b) 
y (a) + (Eb) = —(a+b) 

10) Ca)- (5) e [mel [nt = fuerte, (mt + +0] 
y a-boeo (am-[t = [0-t+mem, (en +me0] 
Pero [mon +e-t), (met+s.n)] = [(6:t+mem, (301 +m-t)] 
y (d+ (Eb) = a-b 


8. Demostrar la ley de tricotomía. Para cualesquiera a, b € Z una, y solo una, de las relaciones 


(a) a=b, (b) a<b, (c) a>b 


es cierta. 


Sean a «> [s.m] y b« [1. n]: entonces, por la ley de tricotomía del Capítulo 3, página 32, es cierta una, y 


solo una, de las (A) s +n=1+mya=b,(b)s+n<t+mya<b(c)s+n>1+mya>b. 


Si a,b,c €Z, demostrar: a+c>b+c si, y solo si, a > b. 


Tomando a [s.m], 6 [tm] y e [up]. Supóngase, ante todo, que 
a+c>b+c o bien ([s,.m] + [u.p))> (0.21) + [u. 2) 


Pero esto implica (6+0,(m+p)] > (+4), (1+p)) 


lo que, a su vez, implica (9+W)+(n+p) > (+0) + (m+p) 


Asi que por el Teorema 11', Capitulo 3. página 33. (+ +1) > (£ + m) o [s.m] > [1.21] y e > b.como se afirmaba. 


Supóngase ahora que a > b-o bien [s,m] > [t.n]; entonces, (s + n) > (1 + m). Para comparar ahora 
ato e |(6+u), (m+p)] y b+o e [(t+u), (+) 


se comparan [(6 +u), (m + p)] Y [(t+u), (1 +p)] 
o bien (042) +(1+p) y (t+u) + (m+p) 
o bien (5 +1) + (u + p) y (t+m) + (u+p) 
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Como (s + n) > (1 + m), se sigue el Teorema 11”, Capítulo 3, página 33, que 
(54m) + (u+p) > (14m) + (u+p) 

Entonces, (+) + (n+p) > ((4u) + (m+p) 
[(s+0, (mM+p)) > [(+0, (1+9)] 


y a+o > b+e 
como se afirmaba. 


Si a,b,c €Z, demostrar: Sic<0, es arc<b+*c si, y solo si, a > b. 
Tómese a+ [s, m], b>[1,n] y ce [u, p], en donde u < p, ya que c<0. 
(a) Supóngase a=c < h*e; entonces 
[(51u+mep), (s-p+meu)] < [(u+n*p), (tp +n+u)] 
y (su+mop) + (pensa) < (uta p) + (sp +meu) 


Como u < p, existe un ke N tal que u + k = p. Remplazando, pues, p en la desigualdad anterior, 
se tiene 


(cut+mutmek+tu+tokenu) < (trutnu+nk+s ute ktmeu) 
de donde me*k+tek < n:k+8.k 
Así, pues. (m+t)-k < (n+s)-k A 
m+t<on+e 
s+n > t+m 


y «> b 


(6) Supóngase a > b. Invirtiendo simplemente los pasos en (a), se tiene a+c < bh * c, según lo afirmado. 


Demostrar: Si a,b eZ y a:b=0, entonces es a = 0, o bien b=0, 


Supóngase « + 0; entonces ab =0=4*0 y por Ma, 6 =0. Análogamente, si 4 +0 es a= 


Demostrar: No existe ningún» eZ*, tal que 0<n<l. 


Supóngase lo contrario y sea m € Z* el mínimo entero con tal propiedad. De 0 < m < 1, se tiene por (2), 
página 41. 0 <m? <m< 1. Ahora bien, 0 <m? <1 y mé <m contradicen la hipótesis de que m es el 
mínimo, con lo que queda el teorema demostrado. 


Demostrar: Si a,b eZ, es a<b si, y solo si, a—b<0, 


Sean a< [s.m] y b« [1,11]. Entonces 


a=b=a+ (he [s.m] + [1.0] = [5 +2), (m+ 0] 


Sia<b.ess+n<m+!tya—b<0. Reciprocamente, sia—b<0,ess+n<m+tya<b. 


Demostrar: la + b| <a] + |b] para cualesquiera a,b eZ. 
Supóngase a > 0 y b > 0; entonces la + b|=a +b= la] + |pl. 
Supóngase a < 0 y ¿< 0; entonces la + b| = —(a + h)= —a + (—b) = Jal + |bl. 
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Supóngase a > 0 y b < 0 de modo que Jal =u y [b| =—b. Y ahora, o bien a +b=0 y Ja + b|= 
0 < la] + |b]'o bien 
a+b<0 y fa+b]=—(a+b)= a+ (—5)= la] + [o] < Jal + 16] 
o bien a+b>0 y la+bj=a+b=a-— (-b)= ja] — |b] < Ja] + 16] 


El caso a < 0 y b>0 se deja como ejercicio, 


Demostrar: |a= b| = Ja|- |b| para cualesquiera a, 6 eZ. 


Supóngase a > 0 y b > 0; entonces la] = a y |b| = 5. Con lo que ja b| =a-b UN 

Supóngase a<0 y b<0; entonces la] =—a y [b|=—5. Como a-b>0, es farb|=a"b= 
(a): (5) = la] bl. 

Supóngase a> 0 y b<0; entonces la|=a y |b|=—b. Como a-b<0, la-b|= —(a-b)= 
a (-b)= la] - [o]. 


El caso a < 0 y b> 0 se deja como ejercicio. 
Demostrar que si a y b son enteros tales sl *b = 1, entonces a y b son ambos 1 o ambos —1. 


Primero se ve que ni a ni 5 pueden ser cefo. Ahora bien, Ja» b| = Ja|* |b| = 1 y por el Problema 12, 
la] =1 y o] =1. Si la] > 1 (también si [6] > 1), Ja] * [b] + 1. Luego la] = [6] = 1 y en vista del Problema 7(b), 
se sigue el teorema. 


Problemas propuestos 


Demostrar: Si r,seN, 

(a) (1,1) — (5,5) — (1,1) (a) (r*,r) + (r,1*) 

(0) (r*,7) — (8*,8) — (2,1) (e) (r*,r) + (8,8%) 

) - (1,2) WM (resr+1,r* +") — ((r-8)*, 1) 


(6) (r,r*) — (8, 


Enuncíar y demostrar: — (a) la ley asociativa pata la multiplicación, (6) la ley conmutativa para la adición, (c) la 
ley conmutativa para la multiplicación, (d) la ley de cancelación sobre 4. 


Demostrar: [r*,1]=1 y [rre] —L 


. SiaeZ, demostrar: (a) a-0=0-a=0, (6) (=1)ra=—a, (c) -0=0, 


Sia, be Z, demostrar: (a) —(-a)=+a, (6) (=a](b) =4*b, (c) (a) +b= (a + (DJ 
Con be Z*, mostrar que a—b<a+b para todo € Z. 
Con a, be Z, demostrar (1), (2), (2') y (3'), página 41, de las relaciones de orden. 


Con a,b,c€Z, demostrar a*(b—c)=a-b=a-c. 
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Demostrar que si a, be Z y a < b, existe entonces algún ceZ* tal que a+c=b. 
Sugerencia: Para a y b representados como en el Problema 7 tómese c+ [(( + m), (n + s)]. 


Demostrar: Si a,b,c,deZ, 

(a) -a> —bsia<b. 

(0) a+ce<b+dsia<byc<d 

(e) Si a<(b +0), entonces a—=b<c. 

(4) a-b=c-dsi y solos a+d=b+c. 


Demostrar que las relaciones de orden son bien definidas. 
Demostrar la ley de cancelación para la multiplicación. 


Definir sumas y productos de n > A inter- 
calar paréntesis a voluntad. 


Demostrar: (a) m* > 0 para todo entero m $ 0. 
(b) m* > 0 para todo entero m > 0. 
(e) m* <0 para todo entero m < 0. 


Demostrar sin utilizar clases de equivalencia (véase Ejemplo 5): 
(a) a) = 
(6) Ea)(=b) = 

(o) (b=0) = e 

(d) a(b—c) = ab—ac 

(e) aa = (ac + ad) + (be + bd) 
(1) (a+bNco—d) = (ac+ bc) — (ad+ bd) 
(0) (a—bMo—d) = (ac + bd) — (ad + be) 


1 


Capítulo 5 


Algunas propiedades de los enteros 


DIVISORES 
Un entero a + 0 se llama divisor (o factor) de un entero b (lo cual se escribe «a | b») si existe un 
entero c tal que b = ac. Cuando a | b se dirá también que b es un múltiplo entero de a, 
Ejemplo 1: (a) 2]6 pues 6 £ 2-3 


(6) —3]15 pues 15 3X=5) 
(c) aj0, para todo aeZ, pues 0=a-0 


Para demostrar la necesidad de la restricción a + O, supóngase que O | 5. Si b + 0 se debe tener 
b=0-c para algún e eZ, lo cual es imposible; mientras que si 5 = 0, se tendría O = 0» e, que es 
cierto para cualquier c €Z. 

Dados b,c;x,y € Z el entero bx + cy se dice una combinación lineal de b y c. En el Problema 1 
se demuestra que: 


Teorema 1. Si a|b y a| e entonces a | (bx + cp) para cualesquiera x, y eZ. 
Véanse también Problemas 2 y 3. 


PRIMOS 


Como a+ 1 = (—al(—1) = a para todo a € Z, se sigue que El y xa son divisores de a, Un en- 
tero p + 0, «El, se dice primo si, y solamente si, sus únicos divisores son +1 y +p. 
Ejemplo 2: (a) Los enteros 2 y —5 son primos, en tanto que 6=2+3 y —39=3(-13) no son 
primos. 


(b) Los primeros 10 primos positivos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 


Es claro que —p es primo si, y solamente si, p lo es. En lo sucesivo nos referiremos sobre todo a 
los primos positivos. En el Problema 4 se demuestra que: 

El número de primos positivos es infinito. 

Si a = bc con |b| > 1 y [e] > 1, se dice que a es compuesto. Así, pues, todo entero a + 0, +10 
es primo 'o es compuesto. 


MAXIMO COMUN DIVISOR 


Si a|b y a|c se díce que a es un divisor común de b y c. Si, además, todo divisor común de bh 
y ces también divisor de a, se dice que a es el máximo común divisor de b y c. 


Ejemplo 3: (a) +1,+2,+3,+4,+6, +12 son divisores comunes de 24 y 60. 
(b) +12 son máximos comunes divisores de 24 y 60. 
(e) Los máximos comunes divisores de b=0 y c +0 son +c. 
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Sean e y d dos máximos comunes divisores distintos de a + 0 y b + 0. Entonces e | d y d | e; luego, 
por el Problema 3, c y d difieren solamente en signo. Por comodidad, en lo que sigue limitaremos nues- 
tra atención al máximo común divisor positivo de dos enteros a y b y utilizaremos d o bien (a, b) para 
designarlo. Así, pues, d es ciertamente el entero más grande (máximo) que divide a ambos a y b. 


Ejem 4: Un procedimiento familiar para encontrar (210, 510) consiste en expresar cada entero como 
p pa pl 
producto de sus factores primos, esto es, 210 =2+3*5-7, 510=2-3*S-17, y formar 
el producto 2- 3-5 = 30 de sus factores comunes. 


En el Ejemplo 4 hemos supuesto tácticamente (a) que todo par de enteros no nulos tienen un máximo 
común divisor positivo, y (b) que todo entero a > 1 tiene una factorización única, excepto en el orden 
de los factores, como producto de primos positivos. Desde luego, en (b) debe entenderse que, cuando 
a es primo, «un producto de primos positivos» consiste de un solo primo. Después se demostrarán estas 
proposiciones. Por el momento vamos a exponer otra manera de hallar el máximo común divisor de 
dos enteros no nulos. Empezamos con el 


Algoritmo de la división. Para cualesquiera enteros no nulos a y b existen enteros únicos q y r 
llamados, respectivamente, cociente y residuo, tales que 


a=bq+r, 0=r<pb| (1) 
Para una demostración, véase Problema 5. 
Ejemplo 5: (a) 780 = —48(-16) + 12 (c) 826 = 25-33 + 1 


(b) —2805 = 119(-24) + 51 (d) 758 = 242(3) + 32 


De (1) se sigue que b Ja y (a, b) = b si, y solamente si, r = 0. Sir + 0, es fácil demostrar que un 
divisor común de a y bh divide también a r y que un divisor común de b y r divide también a a. 
Entonces (a, b) | (b, r) y (b, r) | (a, b) de modo que, por el Problema 3, (a, b) = (b, r). Ahora bien, o 
r | b (véanse Ejemplos S(a) y S(c)) o r | b (véanse Ejemplos 5(b) y 5(d)). En este caso, empleando el al- 
goritmo de la división, se tiene 


b=rq+rm 0<r<r (2) 


Y nuevamente, o bien r, | r y (a, b) = r, o, empleando el algoritmo de la división, 


r=rq+r, 0<r<r (3) 
y (a,b) =(b,7)= (1,7) = (11,72). 
Como los residuos r,, rz, ..., Suponiendo que el proceso se continúe, constituyen un conjunto 


de enteros decrecientes no negativos, debe haber alguno nulo. Supóngase que el proceso termina con 


(k) Vea = Tr-2* Qi + Tes 0< Tri < Tk-2 
(+1) Troz = Tri*Qu + Tk 0< Tk < Ti 
(k +2) Tea = Terdira +0 
Entonces (a,b) = (b,r) = (ryri) = --- = (tk=21k-1) = (1-1, 7k) = fro 


Ejemplo 6: — (a) Enel Ejemplo 5(b), 51 | 119. Procediendo como en (2), hallamos que 119 = 51(2) + 17. 
Como 17| 51: luego, (—2805, 119) = 17. 


(6) En el Ejemplo S(d), 32 242. De las igualdades sucesivas 


758 242(3) + 32 
242 321) + 18 
32 18(1) + 14 
18 = 14) +4 
14 4(3) +2 

4 = 22 


se concluye, que. (758, 242) = 


t or 
4 
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Despejando ahora en (1) r =a—=bq = a+(-q)b =ma+nmb; y 
sustituyendo en (2) 711 = b=rqu = b— (ma+nb)q 
= mua + (1—nq)b = mea + mb 
sustituyendo en (3) — 72 = r—rq2 = (mia +nib) — (mia +n2b)g9 
(mi — qamaja + (ni — qne)b = mua + nsb 


" 


y siguiendo así se obtiene finalmente 
. Te = Mxs10, + Mesr do 
Así, pues, tenemos 
Teorema II, Si d= (a, b) existen m,n eZ tales que d= (a,b) =ma + mb. 


Ejemplo 7: Hallar (726,275) y expresarlo en la forma del Teorema II. 


De Se obtiene 
726 = 275-2 + 176 M1 = M-22+3 = 17 — (99-17)-3 
176-1 + 99 774 — 99-3 


99+1 +77 (176 — 99) "4 — 99-3 
771 +22 1764 — 99-7 

223 +11 176-4 — (275 — 176) +7 
1-2 = 1716-11 — 225-7 


(126 — 275»2)+11 — 275:7 
= 11-726 + (-29)-275 
Así, pues, m=11 y n=-2, 


Nota 1. El procedimiento para obtener m y n aquí es una alternativa del que se usó para obtener 
a TH, 
Nota 2. En (a, b) = ma + mb los enteros m y n no son únicos; en realidad, (a, b) = (m + kb)a 
— ka)b para todo k EN. 

Véase Problema 6. 
La importancia del Teorema II se ve en el 


Ejemplo 8: Demostrar: Si a|c, si b|c y si (a,b) = d, entonces ab| cd. 


Como a | e y b | e existen entonces enteros s y 1 tales que € = as = bt. Por el Teorema II 
existen m, n € Z tales que d = ma + nb. Entonces 


ed = ema +enb = btma+asnb = ab(tm + sn) 
y abled. 


a segunda consecuencia del algoritmo de la división es el 


HL Cualquier conjunto no vacío K de enteros cerrado con respecto a las operaciones bina- 
rias de adición y sustracción o bien es (0) o consiste en todos los múltiplos de su mínimo 
elemento positivo. 


“aquí un esquema de la demostración cuando K + (0). Supóngase que K contiene el entero 
K.es cerrado con respecto a la adición y la sustracción, se tiene: 

-a=0€ek. 

a=-acK. 

llene por lo menos un entero positivo. 

le un positivo entero mínimo, sea e. 

ión sobre n, K contiene todos los múltiplos positivos ne de e (demuéstrese). 

todos los múltiplos enteros me de e. 

E K, entonces b = q +e + r donde 0 <r < e; luego r = 0 y entonces todo elemento de K 
múltiplo entero de e. 
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ENTEROS PRIMOS RELATIVOS 


Para a, h e Z dados, supóngase que existen m, n € Z tales que am + bn = 1. Ahora bien, todo 
factor común de 4 y b es factor del segundo miembro 1; luego (a, b) = 1. Dos enteros a y b para los 
cuales (a, 6) = 1 se dicen primos relativos, 

Véase Problema 7. 

En el Problema 8 se demuestra el 


Teoremas IV. Si (a, s) = (b, s) = 1, entonces (ab, s) = 


FACTORES PRIMOS 
En el Problema 9 se demuestra el 

Teorema V. Si p es primo y si p|ab donde a,b €Z, entonces p|a o bien p|5. 
Aplicando reiteradamente el Teorema V, se tiene el 


Teorema V'. Si p es primo y si p es divisor del producto a*b+*c*...*t de n enteros, entonces p es 
divisor de uno al menos de estos enteros. _ 


En el Problema 10 se demuestra 


El teorema de factorización única. Todo entero a > 1 tiene una factorización ún:ca salvo en 
el orden, 


(a) 0 = PirDe*Pa*...*Da 


en un producto de primos positivos. 
Evidentemente, si (a) da la factorización de a, entonces 


=4 = —(pi*D2* Pa"... * Dn) 

Además, como los p de (a) no son necesariamente distintos, podemos escribir 
a= DpUPNDpe 0D 

donde cada a, =1 y los primos py, pz, P3,.-- Pp, Son distintos. 


Ejemplo 9: Expresar cada uno de los números 2,241,756 y 8,566,074 como producto de primos positi- 
vos y averiguar su máximo común divisor. 
2,241,756 = 22 -3%-11 + 17-37 y 8,566,074 =2+3*-112- 19-23 


Su máximo común divisor es 2-3*+11. 


CONGRUENCIAS 
Sea m un número positivo. La relación congruente módulo m (= (mod m)) se define para todos los 
pares a,b eZ por a = b(mod m) si, y solamente si, m | (a — 5). 


Ejemplo 10: (a) 89 =25(mod 4) porque 4| (89 — 25) =64 (e) 24 + 3(mod 5) porque 5 | 21 
(6) 89 = l(mod 4) porque 4| 88 (1) 243 + 167(mod 7) porque 7/76 


(c) 25 = L(mod 4) porque 4 | 24 (g) Todo entero a es congruente mó- 
(d) 153 = —T(mod 8) porque 8 | 160 dulo m con el resto de la división 
de a por m. 


Otra definición, más útil con frecuencia que la original, es a = b(mod m) si, y solamente si, a y b 
dejan el mismo residuo al ser divididos por m. 
Como consecuencias inmediatas de estas definiciones tenemos: 


Teorema VI Si a = b(mod m), entonces, para todo ne Z, mn + a = bímod m) y recíprocamente. 
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Teorema VIL. Si a= b(mod m), es para todo x eZ, a + x =b + x(mod m) y ax = bx(mod m). 


Teorema VIIL. Si a = b(mod m) y c = elmod m), es a + c =b + e(mod m), a — c =b — e(mod m), 
ac = be(mod m). 
Véase Problema 11. 


Teorema IX. Sea (c,m) = d y escríbase m = myd. Si ca = cb(mod m) es entonces a = b(mod m,) 
y reciprocamente. 
Para una demostración, véase Problema 12. 


Como caso especial del Teorema IX tenemos 
Teorema X. Sea (c,m) = 1. Si ca = cb(mod m), entonces es a = b(mod m) y recíprocamente. 


La relación = (mod m) sobre Z es una relación de equivalencia e induce una partición de los en- 
teros en m clases de equivalencia, [0], [1], [2], ..., [m — 1], que se llaman clases residuales módulo m, 
siendo 


[r] = (a: a€Z,a=r(modm)) 
Ejemplo 11: Las clases residuales módulo 4 son: 
0] —16, —12, 8, -4, 0, 4, 8, 12,16, ...) 
(0 +: —16, —11, —7, —3, 1, 5, 9, 13, 17, ...) 
[2] = (..., —14, —10, —6, -2, 2, 6, 10, 14, 18, ...) 
[8] = €... —13, -9, 5, —1, 3, 7, 11, 15, 19, ...) 


Denotaremos el conjunto de todas las clases residuales módulo m por Z/(m). Por ejemplo, Z/(4) = 
(10), (1). [2], [8D y Z/6m) = ([0], [1], (2), (5), --.. [m— 1)). Es claro que [3] eZ/(4) 
[B] € Zlím) si, y solamente si, m = 4. Dos propiedades fundamentales de las clases residuales módu- 
lo m son: 

Si a y b son elementos de la misma clase residual [s], entonces a = b(mod m). 

Si [s] y [] son clases residuales distintas con a e[s] y b e[1], es a $ b(mod m). 


EL ALGEBRA DE LAS CLASES RESIDUALES 

Sean «Q» (adición) y «O» (multiplicación) definidas entre los elementos de Z/(m) de la manera 
siguiente: 

[a] 0 [b] = [a+] 
[a] 0 [b] = [a-b] 
para toda [a], [6] e Z/(m). 

Como O y O sobre Z/(m) se han definido respectivamente por + y * sobre Z, se sigue inmedia- 
tamente que O y O siguen las leyes A¡-Az, M,-M, y D,-D, según la modificación del Capítulo 4, pá- 
gina 42. 

Ejemplo 12: — Las tablas suma y multiplicación para Z/(4) son: 


ej0. 1.2 3 
o 


road: 
dal de E Bid y 
E lala ad 
Al 810 ¡dr 
Tabla 5-1 Tabla 5-2 


donde, por comodidad, [0], [1], [2]. [3] se han remplazado por 0, 1,2, 3. 
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CONGRUENCIAS LINEALES 


Examinese la congruencia lineal 
(0) ax = b(mod m) 


en donde a, b, m son enteros dados con m > 0. Se dice solución de la congruencia un entero x = x, 
tal que m | (ax, — b). Pero si x, es una solución de (b) tal que m | (ax, — 6), entonces para cualquier 
k eZ, m|(a(x, + km) — b) y x, + km es otra solución. Así, pues, si x, es una solución también lo 
es cualquier otro elemento de la clase residual [x,] módulo m. Si la congruencia lineal (5) tiene, pues, 
soluciones, éstas son los elementos de una o más clases residuales de Z/(m). 


Ejemplo 13: — (a) Lacongruencia2x = 3(mod 4) carece de solución, pues ninguno de los2+0 — 3,2+1 3, 
2:23, 2*3— 3 es divisible por 4. 
(6) La congruencia 3 = 2(mod 4) tiene la solución 6 y, por tanto, todos los elementos de 
[2] e Z/(4) son soluciones. No hay otras. 
(c) La congruencia 6x = 2(mod 4) tiene 1 y 3 como soluciones. Como 3 + I(mod 4), dire- 
mos que 1 y 3 son soluciones incongruentes de la congruencia. Desde luego, todos los ele- 
mentos de [1], [3] € Z/(4) son soluciones y no hay otras. 


Volviendo a (b) supóngase que (a, m) = 1 = sa + tm. Entonces b = bsa + btm y x, = bs es 
solución. Supóngase ahora que x, * x,(mod m) sea otra solución. Como ax, = bímod m) y 
ax, = b(mod m), se sigue de la propiedad transitiva de = (mod m) que ax, = axz(mod m). Entonces 
m | ax, — x2) y x, = x2(mod m) en contradicción con nuestra hipótesis. Así que (b) solo tiene una 
solución incongruente, x,, y la clase residual [x,] € Z/(m), también llamada clase de congruencia, 
contiene todas las soluciones. 

Ahora supóngase que (a, m) = d = sa + tm, d > 1. Como a = ayd y m = mid se sigue que si 
(b) tiene una solución x = x,, entonces ax, — b= mq = m,dg y que d| b, Recíprocamente, supón- 
gase que d = (a, m) es un divisor de b y escribase b = b,d. Por el Teorema IX, página 53, toda solución 
de (b) es solución de 


(c) ax = bi(mod mi) 


y toda solución de (c) lo es de (b). Ahora bien, (a,, m,) = 1, de modo que (c) tiene una sola solución 
incongruente y, por tanto, (b) tiene soluciones. Hemos demostrado la primera parte del 


Teorema XI. La congruencia ax = b(mod m) tiene solución si, y solo si, d = (a, m) es un divisor 
de b. Si d|b, la congruencia tiene exactamente d soluciones incongruentes (d clases 
de congruencia de soluciones). 


Para completar la demostración, sea el subconjunto 
S = (0, 24M, +21, 21+3M, ..., 21 +(d—1)m1) 


de [x,], la totalidad de las soluciones de a,x = b,(mod m). Demostraremos ahora que no hay dos 
elementos de S congruentes módulo m (así, pues, (b) tiene por lo menos d soluciones incongruentes), 
en tanto que cada elemento de [x,] — S es congruente módulo m con algún elemento de S (así que (b) 
tiene a lo más d soluciones incongruentes). 

Sean x, + sm, y x, + tm, elementos distintos de S. Ahora bien, si x, + sm, = x, + tm,(mod m) 
entonces m | (s — 1)m,; luego d | (s — 1) y s = 1 en contradicción con lo supuesto de que s +1. De 
modo que los elementos de S son incongruente módulo m. Considérese ahora cualquier elemento de 
[x1] — S, sea x, + (gd + r)m, donde g =1 y 0 <r < d. Se tiene x, + (gd + rjm, =x, + rm, + 
qm = x, + rm,(mod m) y x, + rm, €S. Así, pues, la congruencia (b), con (a, m) = d y d| b, tiene 
exactamente d soluciones incongruentes. 

Véase Problema 14. 
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NOTACION DE POSICION DE LOS ENTEROS 
Ya es bien sabido que 
827,016 = 8-10 + 2-10% + 7-10% + 0-10? + 1-10 +6 


Lo que no es más que una aplicación de las propiedades de congruencia de los enteros. Porque, supón- 
gase que a es un entero positivo. Por el algoritmo de la división a = 10 * go + ro,0 <ro < 10.Sig; =0, 
se escribe 4 = ry; si go > 0, entonces gy = 10* q, + r,, 0 <r, < 10. Ahora bien, si q, = 0, entonces 
a=10+*7, + r, y se escribe a = r,rg; si q, > 0, entonces q, = 10- q, + rz, 0 =r,<10. Y otra 
vez, si q, = 0, entonces a = 10? + r, + 10-r, +7, y se escribe a = raryro; si q > 0, se repite el pro- 
ceso. Del hecho de que los g constituyen un conjunto de enteros no negativos decrecientes, se sigue que 
el proceso debe terminar y se tiene 


a = LOT, + 10m + + + 1007 4 To == Tarima co Ti7o 


Nótese que en esta representación los símbolos r; utilizados pertenecen al conjunto (0, 1,2, 3,..., 9] 
de residuos módulo 10. (¿Por qué es única esta representación?) 

En el párrafo anterior hemos escogido el entero particular 10, llamado base, porque nos lleva a 
nuestro sistema de representación; pero el proceso es independiente de la base y cualquier otro entero 
positivo se puede utilizar para ello. Así, tomando 4 como base, cualquier entero positivo vendrá repre- 
sentado por un guarismo con las cifras 0, 1, 2, 3. Por ejemplo, el entero que en base 10 es 155, 
es 155=4%-24+4?*-14+4-2 4 3 = 2123 (base 4). 

La adición y la multiplicación se efectúan de la misma manera, no importa cuál sea la base; pero hay 
que utilizar tablas distintas para cada operación. Para la base 4 estas tablas son: 


Tabla 5-4 


Véase Problema 15. 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que si a|b y a|c, entonces a] (bx + cy) donde x,y €Z. 


Como a|b y a|c, hay enteros s, t tales que b= as y c= at. Entonces bx + cy =asx + aty = a(sx + ty) y 
al (bx + cy). 


2. Demostrar: Si a|b y 540, es |b| = Jal. 


Como a | b tenemos b = ae para algún ce Z. Entonces |b| = Ja] - [e] con [e] =1. Como [e] =1, se sigue que 
lal- Jel > [a], esto es || = [a]. 
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Demostrar que si a|b y b|a, entonces b=a 0 b= a. 


Como a | b implica a 4 0 y b | a implica b 4 0, se tiene hb = ac y a = bd donde c, de Z. Ahora bien a*b= 
(bd)lac) = abed y, por la ley de cancelación, 1 = cd. Entonces, por el Problema 16, Capítulo 4, c =.1 6 —1 y 
b=ac=a0-a. 


Demostrar: El número de primos positivos es infinito. 


Supóngase lo contrario, es decir, que hay exactamente 1 primos positivos pu, Pay Py + » pa escritos por orden 
de magnitud. Fórmese ahora el producto a = p, * p¿*P3* «+ .* Pa Y Considérese el entero a + 1. Como ninguno 
de los p es divisor de a + 1, se sigue que a + 1 es un primo >p,, O tiene un factor primo mayor que p,, en con- 
tradición con la hipótesis de que p, es el mayor número primo. Así, pues, no hay ningún primo positivo máximo. 
y su número es infinito. 


Demostrar el algoritmo de la división: Para dos enteros no nulos a y b existen enteros únicos q y r 
tales que 


a=bq+r, 0<r<b| 


Definase S = (a — bx: x€Z). Si b<0, esto es, b <—1, entonces b la] <—|a| <a y a — b- Ja| =0. 
Si b > 0, esto es 5 = 1, entonces b* (—|a)) < —|a] <a y a — b(— al) =0. Así, pues, S contiene enteros no ne- 
gativos; denótese con rel menor de éstos (r = 0) y supóngase r = a — bg. Ahora bien, si r == [b|entoncesr — [o] > 0 
y r= lb] =a— bg— |b| =a- (q + 1D) <r o a- (q— 1) <r contra nuestra elección de 7 como el me- 
nor entero no negafivo € S. Luego r < [bl. 

Supóngase que hubiera otro par g”,r' tal que 


a=bg+r, 0<r<|l 


entonces b/g' + r' =bg + r o sea b(g' — q) =r — r' lo que implica b | (-— 7") y como |r — r'| < [b|, se tiene 


r —r'=0; entonces g' — q = 0 porque b 40. Así que r' =r, g' = q y q y r son únicos. 


Encontrar (389, 167) y expresarlo en la forma 389m + 167n. 


De Se obtiene 
389 = 167:2 + 55 1 = 55-— 2:27 
167 = $5:3 +2 = 55-82 — 1671-27 
55 = 2:27 +1 = 389-82 — 167-191 
2=1+-2 


Así, pues, (389,167) = 1 = 82*389 + (-191)(167). 


Demostrar: Si c| ab y si (a,c) = 1, entonces c|b. 


De 1 = ma + no resulta b = mab + ncb. Como c es divisor de mab + ncb, es divisor de b y c | b como se 
pedía. 


Demostrar: Si (a, s) = (b,s) = 1, es (ab,s) = 1. 

Supóngase lo contrario, o sea que (ab.s) =d > 1 y sea d= (ab,s) = mab + ns. Entonces d| ab y d|s. 
Como (a, s) = 1, se sigue que d | a: luego, según el Problema 7, d | b. Pero esto contradice a (b, s) = 1; así que 
(ab, s) = 1. 


Demostrar: Si p es primo y si p|ab, con a,b € Z; entonces p|a o bien p|b. 

Si p | a se tiene el teorema. Supóngase que p | a. Por definición, los únicos divisores de p son +1 y +p; en- 
tonces (p, a) = 1 = mp + na para ciertos m, n e Z por el Teorema 11. Pero h = mpb + nab y como p | (mpb + nab), 
se sigue que p|b. 
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10. Demostrar: Todo entero a > 1 tiene una factorización única (salvo el orden de los factores) en 
producto de primos positivos. 
A = PitPatPs*...* Pu 


Si a es primo, la representación es inmediata de acuerdo con cl teorema. Si u cs compuesto, considérese el 
conjunto S = (x: x > 1, x | 4). El elemento mínimo s de S no tiene más factores positivos que 1 y s; luego s es 
primo, llamémoslo p,, y 


a =p b, b,>1 
Entonces, o bien b, es primo, digamos pz, y a = p, * pa, O bien b,, siendo compuesto, tiene un factor primo pa y 
a=prb  di>1 
Reiterando el razonamiento se tiene a = p, pz “pz, o bien 
a = Pi*P2* py" dy, b>1 
y así sucesivamente. 


Pero los elementos del conjunto 8 = (By, ba, by, ... | son tales que 6; > b¿ > bj... ; luego B tiene ele- 
mento mínimo A, que es primo, p, y se tiene por último 


0 —= Pi*P2*DP3*...* Pa 
Para demostrar la unicidad, supóngase que hay dos representaciones 


a Pi" PatPat-<*Pn = Gi" q2*93*=0.* Om 


Ahora bjen, q, es divisor de p, * pa * ps... pas luego, por el Teorema V”, q, es divisor de alguno de los factores p, 
digamos de p,. Entonces, q, = p,, ya que ambos son primos positivos y por M, del Capítulo IV, 


PaPato.- "Pan = da" da * dm 


Repitiendo este razonamiento las veces suficientes se encuentra que m = n y que la factorización es única. 


11. Hallar los menores enteros positivos módulo 5 con los cuales son congruentes 19, 288, 19-288 
y 19%- 2882, 
Hallamos que 
19 = 5-3 +4; luego 19 = 4(mod 5). 
288 = 5-57 +3; luégo 288 = 3(mod 5), 
19+288 = 5(--*) +12; luego 19*288 = 2(mod 5). 
199-2882 = 5(--*) + 49.32 = 5(---)+ 576; luego 19%:288? = 1(mod 5). 


1 
12. Demostrar: Sea (c,m) = d y escribase m = m,d. Si ca = ch(mod m), entonces a = b(mod m,) 
y recíprocamente. 


Escribase c = e, dde modo que (c,, m,) «Sim | ela — bjestoes, simd | eydía — b)entoncesm, | cy (ab) 
y. como (c,,m,) =1, m, | la — b) y a = bímod m,). 
Para la recíproca, supóngase que a [mod m;). Como m, | (a — b) se sigue que m, | ci(a — b) y 


mid | c,día — b). Así que m| cía — b) y ca = chímod m). 


13. Demostrar que, si a,b,p>0 €Z, (a + bh = a” + b'(mod p). 


Por el teorema del binomio (a + PP =4" + p(.5...) 4 DP y el teorema es inmediato. 


14. Hallar las soluciones positivas mínimas incongruentes de 


(a) 137 = 9(mod 25) (e) 259% = 5(mod 11) (e) 222% '= 12(mod 18) 
(b) 207% = 6(mod 18) (d) 7x = 5(mod 256) 


(a) Como (13, 25) = 1, la congruencia tiene, por el Teorema XI, una solución incongruente simple. 


Y 
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Solución 1. Si. x, es la solución, es claro entonces que x, es un entero cuya cifra de las unidades es 3 
u 8; así, pues, x, € (3,8, 13, 18, 23). Ensayando estos múmeros, se encuentra que x, = 18. 

Solución II. Por el proceso del máximo común divisor se encuentra (13, 25) = 1 = —1-25 + 2-13, 
Entonces, 9 = —9-25 + 18» 13 y 18 es la solución requerida. 


Como 207 = 18:11 + 9, 207 = 9mod 18), 207x = 9x(mod 18) y, por transitividad, la congruencia dada 
es equivalente a la 9x = 6 (mod 18). Por el Teorema IX, esta congruencia se puede reducir a 3x = 2(mod 6). 
Pero (3,6) = 3 y 3/2; luego no hay solución. 


Como 259 = 11-23 + 6, 259 = 6(mod 11) y la congruencia dada es equivalente a la 6x = 5(mod 11). 
Esta congruencia tiene una sola solución incongruente que a simple vista es 10. 


Mediante el proceso del máximo común divisor se encuentra (256, 7) = 1 =2-256 + 7(—73); así, pues, 
5 = 10-256 + 7(-365). Ahora bien, —365 = 147(mod 256) y la solución requerida es 147. 


Como 222 = 18-12 +6, la congruencia dada es equivalente a la 6x = 12(mod 18). Como (6, 18) = 6 
y 6 | 12, hay exactamente 6 soluciones incongruentes. Como se muestra en la demostración del Teorema XI, 
estas 6 soluciones son los primeros 6 enteros positivos en el conjunto de todas las soluciones de x= 2(mod 3), 
es decir, los 6 primeros enteros positivos en [2] e Z/(mod 3). Son entonces 2, 5, 8, 11, 14, 17. 


Escribir 141 y 152 en base 4. Hacer su suma y producto y comprobar los resultados. 


141 =4%-2+4%+04+4-3 +41; la representación es 2031. 
152 =4%-2.4+42-14+4:240; la representación es 2120. 


Suma 
1+0=1;3+2= 11, se escribe 1 y se lleva 1: 14 1+0=2;2+2=10 
Así que la suma es 10211 en base 4 y 293 en base 10. 
Producto 
Multiplíquese por 0: 0000 
Multiplíquese por 2: 2=1=2; 2-3 = 12, se escribe 2 y se lleva 1; etc. 10122 
Multiplíquese por 1: 2031 
Multiplíquese por 2: 10122 
11032320 
El producto es 11032320 en base 4 y 21432 en base 10. 


Problemas propuestos 


Mostrar que la relación (|) es reflexiva y transitiva, pero no simétrica. 


Demostrar que si a | b entonces —a| 5, a] —b y —a|—b. 


Enumerar todos los primos positivos (a) <S0, (b) <200. 


Resp. 


(a) 2,3, 5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. 


Demostrar: Sia=b*q + r donde a, b, q, re Z, entonces todo divisor común de a y b divide también a r, y 


todo 


divisor común de b y r también divide a a. 


Hallar el máximo común divisor de cada par de enteros y expresarlo en la forma del Teorema Il: 


(a) 237, 81 Resp. 3 = 13:237 + (-38) +81 
(b) 616, 427 Resp. 7 = —9:616 + 13-427 
(c) 936, 666 Resp. 18 5-936 + (—7) + 666 


(d) 1137, 419 Resp. 1 


206-1137 + (—-559) «419 


Demostrar: Si s 4 0, entonces (sa, sb) = |s|- (a, b). 


CAP. 5] > ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ENTEROS 59 


2. 


3. 


ES 


Demostrar: (a) Si a|s, b|s y (a,b) = 1, entonces ab |s. 
(b) Si m= dm, y si m|am,, entonces d|a. 


Demostrar: Si el primo p es divisor de a=h*c, entonces p|a o p|5 o p|e. 


El entero e = [a, b] se llama minimo común múltiplo de los enteros positivos a y b si (1) a] e y b]e, (2)si a |x 
y b|x, entonces e | x. 


Hallar: (a) [3,7], (b) [3,12], (c) [22,715]. Resp. (a) 21, (b) 12, 1c) 1430 


(a) Escribir los enteros a = 19.500 y b= 54.450 como productos de primos positivos. 
(6). Hallar d= (a,b) y e = [a,b].- 

(e). Verificar de =a-b 

(d) Demostrar la relación en (c) si a y b son enteros positivos cualesquiera. 

Resp. (6) 2-3-5%; 2+-32-5%+112-13 


Demostrar: Sim > 1,m]a, m[b, entonces m| (a — b) implica a — mq, =r=b—mq,.0<r<m, y re- 
ciprocamente. 


Hallar todas las soluciones de: 


(a) 4x = 3(mod 7) (e) 153% = 6(mod 12) 
(b) 9z = 11(mod 26) (NM z=+ 3(mod 7) 
(c) 3x+1 = 4(mod 5) (g) 8x = G(mod 422) 
(d) 8x = G(mod 14) (h) 3632 = 345(mod 624) 


Resp. (a) [6], (5) [7], (c) [1]. (a) [6], [13], (e) [2]. [6]. [10], (£) [2], (9) [159], [370], (A) [123], [831], [539] 
Demostrar: Teoremas V, VI, VIL, VIIL 


Demostrar: Si a = b(mod m) y c = bímod m), entonces a = c(mod m). Véanse Ejemplos 10(a), (b), (e), pá- 
gina 52. 


(a) Demostrar: Si a +x =b + x(mod m), es a = b(mod m). 
(6) Darun contraejemplo numérico como prueba en contrario de: Si ax = bx(mod m), entonces ax = b(mod m). 
(e) Modifiquese este establecimiento falso de (b) para obtener uno verdadero. 


(a) Interprétese a = b(mod 0). 
(6) Muéstrese que todo x€ Z es solución de ax = b(mod 1). 


(a) Construir las tablas de adición y multiplicación para Z/(5). 
(b) Mediante la tabla de multiplicación obtener 3? = 4(mod 5), 3* = 1(mod 5), 3' 
(e) Obtener 325% = 1(mod 5), 3%!* = 4(mod 5), 31%2* = 1(mod 5). 


1(mod 5). 


Construir tablas de adición y multiplicación para Z/(2). Z/(6), Z/(7), Z/(9). 
Demostrar: Si [s] e Z/(m) y si a, be [s], entonces a = b(mod m). 
Demostrar: Si [s], [£] e Z/(m) y si ae [s] y be [1], entonces a = b(mod m) si, y solo si, [s] = [1]. 


Expresar 212 en las bases (a) 2, (b) 3, (c) 4, (d) 7 y (e) 9. 
Resp. (a) 1010100, (b) 21212, (c) 3110, (d) 422, (e) 255 


Expresar 89 y 111 en distintas bases, hacer la suma y el producto y comprobar los resultados. 


Demostrar la primera parte del teorema de factorización única utilizando el principio de inducción establecido 
el Problema 27, Capítulo 3, página 37. 


Capítulo 6 


Los números racionales 


LOS NUMEROS RACIONALES 


El sistema de los enteros tiene un defecto manifiesto en que, dados dos enteros m + 0 y s, la ecu: 
ción mx = s puede o no tener solución. Por ejemplo, 3x = 6 tiene la solución x = 2, pero la 4x 
no tiene solución. Este defecto se remedia añadiendo a los enteros otros números (llamados común- 
mente fracciones) para formar el sistema Q de los números racionales. La construcción dada aquí es 
en lo esencial la que se utilizó en el Capítulo 4. 

Se parte del conjunto de pares ordenados 


K = Ix(U-(40) = ((s,m):8s€l,m€el-(0)) 


y se define una relación binaria — entre los (s,m), (1, n) € K por 
(s,m) = (t,n) — si ysolosi,  sn=mt 


(Obsérvese cuidadosamente que O puede aparecer como primer componente, pero nunca como segun- 
do en cualquier (s, m).) 

Pero entonces — es una relación de equivalencia (probarlo) y así efectúa en K una partición en 
clases de equivalencia 


J = ([s,m),[tm),...) 
donde [s,m] =  £(a,b): (a,b) EK, (a,b) —(s,m) y 


Las clases de equivalencia de 4 se llamarán números racionales y en lo que sigue se verá que 4 es iso- 
morfo al sistema Y tal como se le conoce. 


ADICION Y MULTIPLICACIÓN 
La adición y la multiplicación sobre 4 se definen respectivamente por 
(1 [s,m] + [tn] = [(6n +mt), mn] 
(ii) [s,m] - [tn] =  [st,mn] 
Estas operaciones así definidas en términos de operaciones bien definidas entre enteros son (véase Pro- 
blema 1) bien «definidas ellas mismas. 
Definimos ahora dos números racionales especiales: 


cero: [0,m]=>0 wo: [mm]=o1 
y los simétricos 
(aditivo): —[s,m] = [=s,m] para todo [sm] e% 
(multiplicativo): [s, m]7* = [m,s] para todo [sm] e% sis $0. 
En forma análoga a la del Capítulo 4, es fácil probar que la adición y la multiplicación siguen las 
leyes Aj-As, M,-Ms, D,-D,, tales como sc establecieron para los enteros. 
Una propiedad de 4 pero no de Z es: 
Mé: Para todo x +0 eS existe un simétrico multiplicativo x7* eS tal quex+x"!= 
x7%+x= 1, que se llama inverso de x. 
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Por el Teorema IV, Capítulo 2, el inverso definido en M¿ es único. 
En el Problema 2 se demuestra el 


Teorema I. Si x y y son clementos no nulos de .4, entonces (x*y)7! = y"! 


SUSTRACCION Y DIVISION 


La sustracción y la división sobre .4 se definen por 
(iii) x=) =x>+(-)) para cualesquiera x,y € % 


1 


(iv) xy=x y para cualesquiera x €4, y H 0 ES 


respectivamente. 
Estas operaciones no son ni asociativas ni conmutativas (demuéstrese esto). Pero, lo mismo que 
en Z, la multiplicación es distributiva con respecto a la sustracción. 


RACIONALES ENTEROS 


La aplicación [11] eforez 
es un isomorfismo de un cierto subconjunto de 4 sobre el conjunto de los enteros. Se puede, pues, siem- 
pre que sea más cómodo, remplazar el subconjunto .4* = ([1, 1]: [1, 1] €.4) por Z. Para completar 
la identificación de 4 con Q no hay más que remplazar s 


xy"! por x/p 


y, en particular, [s, m] por s/m. 


RELACION DE ORDEN 


Un elemento x € Q, es decir, x e [5, m] €.4, se llama positivo si, y solamente si, s* m > 0. El 
subconjunto de todos los elementos positivos de O se designa por O* y el subconjunto correspondiente 
de .4 por .4*. Análogamente, [s, m] se llama negativo si, y solamente si, s + m < 0. El subconjunto de 
todos los elementos negativos de O se designará por O” y el subconjunto correspondiente de .4 por 47. 
Como por la ley de tricotomía del Capítulo 4, o es sem > 0, 0.es sm <0, 0 es se m= 0, se sigue 
que cada elemento de .4 es positivo, o negativo, o nulo. 

Las relaciones de orden < y > sobre Q se definen como sigue: 


Para todo par de elementos x, y € Q, 
x<y si, y solo si, x—p<0 
x>y si, y solo si, x—y>0 


Estas relaciones son transitivas, pero no reflexivas ni simétricas. 
Q también cumple la 


Ley de tricotomía: Si x,y €0Q, se verifica una, y solo una, de las relaciones 
la) x=y (b) x<y (0) > y 


REDUCCION A TERMINOS MINIMOS Á 


Considérese cualquier [s, m] € 4 con s + 0, Sea d el máximo común divisor (positivo) de s y m 
y escríbase y = ds,, m = dm,. Como (5, m) = (s,, my), se sigue que [s, m] = [s1, my], es decir, que 
5/m = s,/my. Así que cualquier. número racional + 0 se puede escribir de manera única en la forma 
a/b donde a y b son primos relativos. Cuando s/m se remplaza por a/b se dice que s/m ha sido reducido 
a sus términos mínimos, con lo que ahora es irreducible. En lo sucesivo, todo númefo racional que in- 
tervenga en cualquier discusión se considerará como irreducible, 
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En el Problema 3 se demuestra: 
Teorema II. Si x y y son racionales positivos con x < y, se sigue que 1/x > 1/y. 
En los Problemas 4 y 5 se demuestra: 


Propiedad de densidad: Si x y y con x < y son dos números racionales, existe un número racional z 
y tal que x<z<y 


Propiedad arquimediana: Si x y y son números racionales positivos existe un entero positivo p tal 
que px> y. 


REPRESENTACION DECIMAL 
Considérese el número racional positivo a/b con b > 1. Se tiene 


a = qb+r 0=r<b 
10ro = qub+ri 0=r<b 
$ ry <b y, por pa q1b + r, = 10r, < 10h, se sigue que q, < 10. Si r, = 0, entonces 
r9= des, a= qub +1 102 Ye $ = 4o + q1/10. Se escribe a/b = q0,q, y se dice que qo,g, es la repre- 
cda decimal de ae Si r, 40, se tiene 
10r, = qub+re 0=r.<b 


en donde q, < 10. Si r¿ = 0, entonces r, = o de modo que ry = E 05 + de b y la representación 


decimal de a/b es go.9,933 si rz = r, la representación decimal de e es el número decimal periódico 


4a 41929243 ---5 Si r2 F+ 0, r,, se repite el proceso. 

Pero los distintos residuos ro, r,, rz, ..., son elementos del conjunto (0, 1,2,3,...,b— 1) de 
los residuos módulo b, de modo que, en el peor de los casos, r, debe ser idéntico a alguno de los 
To; P1s 12, - - - + 9-1, Sigamos al r., y la representación decimal de a/b es el decimal periódico 


do- Qi O ++ Qui era era. Qui er der Qro 
Así que todo número racional se puede expresar como un número decimal que termina o que es pe- 
riódico. 
Ejempló 1: — (a) 5/4 = 1,25 
(b) 3/8 = 0,375 


(e) Para 11/6 se encuentra 
(a 11 =1-6+5; q=1,71=5 


105 =8:6+2 q =8,r,=2 
10-2 =3-6+2 q=3, 12=2=r, 
y 11/6 = 1,833332.... 


(d) Para 25/7 se encuentra 
25 = 3-7+4; 


104 = 5:7+5; 
105 = 7-7+1; 
10+1 =1-74+3; 
10-3 = 4:7+2; 
102 = 2-7+6; 
10-6 = 8:-7+4; 
y 25/7 = 3,571428 571428 
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Recíprocamente, claro está que todo decimal que termina es un número racional. Por ejemplo. 
0,17 = 17/100 y 0,175 = 175/1000 = 7/40. 
En el Problema 6 se demuestra el 
Teorema IM. Todo decimal periódico es un número racional. 
La demostración emplea los dos teoremas preliminares: 
(i) Todo decimal periódico se puede escribir como suma de una progresión geométrica infinita. 
< 1, es un número 


(ii) La suma de una progresión geométrica infinita cuya razón r es tal que 
finito. 


En cualquier libro de álgebra que trate las progresiones se encuentra el estudio de estos teoremas. 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que la adición y la multiplicación sobre .4 están bien definidas. 
Sean: [a. 6] = [s, m] y [cd] = [1,n]. Entonces (a, b) — (s, m) y (c,d) = ((.1), de modo que am = bs y 
en = dí. Como 
[a,b] + [e,d] = llad+be),bd] =  [(ad+ bejmn, dd + mo] 
=  [(am-dn + en+bm), dd +mn| 
=  [(bs=dn + de+bm), bd mn] 
= [baten + tm), bd+ ma] 


e z = [mt+tmmm] = [sm] + [La] 
y la adición es bien definida 
Asimismo. [a,b] +[e,d] = fue,dd] => [ac=mn,0d=ma] 
= [amson, bdsm] => [bsrdt,bd=mn] 
= [bd+st,bd=mm] => [stmn] 
= [8.9] + [6,9 


y la multiplicación es bien definida 


2. Demostrar: Si x, y son números racionales no nulos, entonces (x*»)"! = y 
«> [n, 1]. Entonces x+ y [sm] + [1] = 


Sean x e [s, m] y y «> [£, n), de modo que 
IN A 


3. Demostrar: Si x y y» son racionales positivos con x < y, entonces 1/x > 1/y. 


Sean x e» [sm] y y [1.m]; entonces sm > 0, in > 0, y sn < mt. Y asi, para. l/x 
1/y <> [n, 1], la desigualdad mi > sn implica 1/x > 1/y, como se afirmaba. 


Le [ms] y 


4. Demostrar: Si x y y con x< y son dos números racionales, existe un número racional = tal que 
x<23<)y 
Como x < y, tenemos 
E 


Entonces * ASIA y <a 


y multiplicando por 4, x < Hx + y) < y. Así, pues. H(x + y) es uno de los números = buscados. 
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Demostrar: Si x y y son racionales positivos, existe un entero positivo p tal que px > y. 


Sean x > [s, m] y y + [1,1] donde s, m, £. n son enteros positivos. Ahora bien, px > y si, y solamente si, psn > mt. 
Como sn =1 y 2sn > 1, la desigualdad queda ciertamente satisfecha si tomamos p = 2mt 


Demostrar: Todo decimal periódico representa un número racional. 
Sea el decimal periódico 


lefdef . x,yz + 0,00def + 0,00000def + : 


Como x,yz es un decima limitado, que termina, es una fracción racional, en tanto que 0,00def + 0,00000def + -=+ 
es una progresión geométrica infinita cuyo primer término es a = 0,00def, de razón r = 0,001 y cuya suma es 


def 
99900 * 


Así, pues, siendo la suma de dos números racionales, el decimal periódico es un número racional 


una fracción racional 


Expresar (a) 33 en base 4, (b) Y en base 5. 

(a) 27/32 = 3(J) + 3/82 = 8(4) + UY? + 1/32 = 3()+ 12 + 23) 
La representación pedida es 0,312 

(0) 1/3 = Lp) +A = UL) +3()2+1/75 

1(g) + 3(J)2 + 119 + 2/275 

1(4) + 3(P2 + 1099 + 3(J)1 + 1/1875 

La representación pedida es 0,1313 


Problemas propuestos 
Verificar: (a) [sm] + [0,1] = [sm] (e) [s,m] + [=8s,m] = [0,m] = [8,m] + [s, —m] 
(0) [8,m] + [O,m] = [0,1 (0) (s.m) + [m,s] = [m1] 
Enunciar las leyes A¡-Ag, M,-Ms, D,-D, del Capítulo 4 para números racionales y demostrarlas. 


Demostrar: (a) .4* es cerrado con respecto a la adición y la multiplicación. 
(6) Si [s.m]e4*, también lo es [s,m]"*. 


Demostrar: (a) 4” es cerrado con respecto a la adición, pero no con respecto a la multiplicación. 
(0) Si [s.m]e 4” también lo es [s,m]"!. 


Demostrar: Six,peQ y x"»=0,esx=00y= 
Demostrar: Si x,y€ Q, entonces (a) —(x + y) ==x= y y (0) (1) =x. 
Demostrar la ley de tricotomía. 


Si x, y, ze Q, demostrar 

(a) x+2<y+zsi y solo si, x <p; 
(b) si z>0, xz < yz si, y solo si, x <y5 
(0) si z<0, xz < yo si, y solo si, x > y. 


Si w,x, y,ze Q con xz 40 en (a) y (b), y xyz 40 en (c), demostrar: 
(a) (w:x)4 (9:2)= (wz + xp):x2 

(0) (w:x)=(:2) EN 

(0) (w:x): (922) =0wz: xp 


Demostrar: Sia,beQ* y a <b,es a? < ab'< b?. ¿Cuál es la desigualdad correspondiente si a, be Q7? 


Capítulo 7 


Los números reales 
INTRODUCCION 


Los Capítulos 4 y 6 comenzaban con la observación de que el sistema Y de números estudiados 
hasta entonces tenía un defecto manifiesto, defecto que se remediaba ampliando el sistema X. Para lo 
cual se definía en el conjunto de pares ordenados de elementos de X una relación de equivalencia, et- 
cétera. De ese modo se formaron a partir de N sistemas Z y Q que cumplen N € Z C OQ. Para lo que 
sigue, es de importancia tener presente que cada uno de los nuevos sistemas Z y O posee una única ca- 


racterística simple, a saber: 
Z es el menor conjunto en el cual, para elementos arbitrarios m, s € N, la ecuación m + x= 5 


tiene siempre una solución, 


Q es el menor conjunto en el cual, para enteros cualesquiera m + 0 y s, la ecuación mx 
tiene siempre una solución. 


La situación que se presenta ahora no es que O tenga un defecto solo, pues más bien tiene muchos 
y tan diversos que el procedimiento de los capítulos anteriores no los remedia todos. Mencionamos 
dos solamente: 


(1) La ecuación x* = 3 no tiene solución en O. Porque supóngase lo contrario y que el racional a/b, 
ya reducido, sea tal que (a/b)? = 3. Como a? = 3b?, se sigue que 3 | a? y, por el Teorema V, Ca-* 
pítulo 5, que 3 | a. Escríbase a = 3a,; entonces 3a] = b? con lo que 3 | b? y, por tanto, 3 | 6. Pero 
esto contradice la hipótesis de que a/b era irreducible. 

(2) La circunferencia c de un círculo de diámetro d € Q no es un elemento de Q, esto es, en c = nd, 
1.4 O. Más aún, n? € Q de modo que z no es solución de x? = q para ningún q € Q. (En efecto, 
1 no es raíz de ninguna ecuación de la forma ax” + bx"! +=» +sx+1=0con 4,b,..., 


st€0Q.) 


El método que se introduce en la sección siguiente para ampliar los números de racionales a rea- 
les se debe al matemático alemán R. Dedekind. Con el fin de motivar la definición del concepto funda- 
mental de cortadura de Dedekind, o de cortadura simplemente en los números racionales, vamos a dis- 
cutirlo primero en términos no algebraicos. 

Considérese el eje racional de la Fig. 7-1, es decir, 
una recta L en la que los elementos no nulos de Q se 
asignan a puntos situados a distancias apropiadas (en es- 
cala) del origen, que se designa con el 0. Por comodidad, 
llámese punto racional todo punto de L al que se haya 
asignado un número racional. (No todo punto de Les 
punto racional, pues si P es una de las intersecciones del 
círculo de centro en 0 y radio 2 unidades, con la paralela 
a La 1 unidad por encima de ésta y se traza por P la 
perpendicular a L que la corta en 7, entonces, por lo 
dicho en (1) antes, T no es un punto racional.) Supón- 
gase la recta L dividida en dos partes en alguno de sus 
puntos. Se presentan dos posibilidades: 
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(a) El punto en que se divide L no es un punto racional. Entonces, todo punto racional de L está en 
una de las dos partes, pero no en ambas. 


(b) El punto en que se divide Les un punto racional. Entonces, con excepción de este punto, cual- 
quier otro punto racional está en una de las partes, pero no en ambas. Convengamos en situar el 
punto excepcional siempre en la porción derecha. 


En cualquiera de los dos casos, el efecto de seccionar L en uno de sus puntos es la determinación 
de dos subconjuntos propios no vacios de Q. Como estos subconjuntos son disjuntos en tanto que su 
unión es Q, cada uno define al otro, y así podemos limitar nuestra atención al subconjunto de la izquier- 
da. Vamos a definir este subconjunto de la izquierda algebraicamente, es decir, sin referencia a ningu- 
na recta. 


CORTADURAS DE DEDEKIND 


Por cortadura C en Q se entiende un subconjunto propio no vacío de O dotado de las propiedades 
siguientes: 


(i) sic eC ya €Q cona<c, entonces a € C; 
(ii) para todo c € C existe b € C tal que b>c. 


Lo esencial de estas propiedades es que una cortadura no tiene ni elemento mínimo (primero) ni 
elemento máximo (último). Pero las razones para esto difieren bien claramente: una cortadura C no tiene 
elemento mínimo porque si c € C, todo número racional a < c es elemento de C. Por otra parte, si 
bien hay elementos de C mayores que cualquier elemento dado e e C, existen también números racio- 
nales mayores que c que no pertenecen a C, es decir, que son mayores que todo elemento de C. 


Ejemplo 1: — Sea r un número racional arbitrario, Demostrar que C(r) = (a:a e Q, a < r) es una cortadura. 
Como Qno tiene ni primero ni último elemento, se sigue que existen un r, e Q tal que r, <r 

(luego Clr) + 8D) y un r, € Q tal que r, > r (luego Clr) + O). Por tanto, Cr) es un subcon- 

junto propio no vacio de Q. Sea ce C(r), esto es, e < r. Entonces, para todo'« e Q tal que 

a < €, se tiene a < c < 1; así, pues, a € C(r) como lo exige (i). Y siendo Q denso, existe de Q 

tal que c < d < r;.con lo que d > e y de Clr) como lo exige (ii). Clr) es, pues, una cortadura. 


La cortadura definida en el Ejemplo 1 se dirá cortadura racional, o, con mayor precisión, cortadura 
en el número racional r. Para un ejemplo de cortadura no racional véase el Problema 1. 

Cuando C es una cortadura, se denota por C' el complemento de C en Q. Por ejemplo, si C = C(r) 
del Ejemplo 1, entonces C' = C'(r)= [a': a' €Q, a' =r). Así, pues, el complemento de una cor- 
tadura racional es un subconjunto propio de Q que tiene elemento mínimo, pero no máximo. El com- 
plemento de la cortadura no racional del Problema 1 carece de elemento máximo, evidentemente: en 
el Problema 2 se demostrará que no tiene elemento minimo. 


En el Problema 3 se demuestra el 


Teorema L.— Si Ces una cortadura y 7 e Q, entonces 


(a) D=(r+a: a €C) es una cortadura y (5) D'=([r+a: a eC) 
Ahora es fácil demostrar el 


Teorema IL. Si C es una cortadura y r e Q*, entonces 


(a) E= (ra: a € C) es una cortadura y (b) E' = (ra': a eC”) 
En el Problema 4 se demuestra el 


Teorema IL. Si C es una cortadura y r €Q*, hay un b eC tal quer+b eC 
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CORTADURAS POSITIVAS 


Denótese por Y el conjunto de todas las cortaduras de los números racionales y por M* el com- 
junto de todas las cortaduras (llamadas cortaduras positivas) que contienen uno o más elementos de O” 
Repártanse las restantes cortaduras de 4” en la cortadura 0, o sea la 0 = C(0) = [a:a e 0”) yelcon- 
junto X'” de todas las cortaduras que contienen algún elemento de Q”, pero no todos. Por ejemplo. 
C(2) eX*, mientras que C(—5) e A”. Por ahora limitaremos nuestra atención solo a las cortadu= 
ras de "* para las cuales es fácil demostrar el 


Teorema IV. Si C eX* yr>1 e0”, existe un c eC tal que rc eC”. 


Cada C € 4 * consiste en todos los elementos de Q”, 0 y (véase Problema 5) en una infinidad de 
elementos de O *. Para cada C € of * definase ( = [a: a e C, a > 0) y denótese el conjunto de todos 
Jos ( por £. Por ejemplo, si C-= C(3) entonces ((3) = (a: a e Q,0 <a < 3) y C se puede escribir 
como C= C(3) = 07 U (0) U C(3). Nótese que cada Ce * define un único (e X y que, re- 
ciprocamente, cada (— e J£ define una única C € X'*, Acordemos la convención de que si C, €”, 
entonces C, = Q” U (0) UC; 

Se definen la adición (+) y la multiplicación (+) sobre * como sigue: 


Ci+C2 = QUOU(C,+C) 
CirCls = QUO U(C,C,) 


C,+FCs = (e +0 ce EC, EC, 


para cualesquiera C,, C. € K* 


con (i) 
(A A a 
Es fácil ver que tanto C, + C, como C, + C, son elementos de 1" *. Además, como 
C,1+C, = fa: 0a€ECi+C> a>0) 
a CCy = (a: 4a€EC¡*C, a>0) 


se sigue que Y” és cerrado con respecto a la adición y la multiplicación según se definen en (6). 


Ejemplo 2: Comprobar: (a) C(3) + C(7) = C(10), (b) C(3) C(7) = C(2) 
Denótese con ((3) y C(7), respectivamente los subconjuntos de todos los racionales po- 
sitivos de C(3) y C(7). Solo hay que verificar entonces que 


CO+CM=CA10 y CG6)C0)=CA) 
la) Sean e, € C(3) y c,€ C(7). Como 0 <c, <3y0<c,<7, tenemos 0 < cy + 0, < 10. 
Con lo que e, + cz € C(10) y ((3) + C(7) C C(10). Supóngase ahora que cy € C(10). 
Entonces, como 0 < e, < 10, 


3 7 
Depa sd y 0<3p<7 


3 7 3 Ej . E 
e ea = 503 + 5035 Juego, 3 . 

esto es, méd C6)y pas (7). Pero cz 10 +ipá Juego, C(10) E CB) + C(7). 
Así, pues, C(3) + C(7) = C(10) según se afirmaba 

(b) Para e, y cz, como en (4), tenemos 0 <c,*cz <21, Entonces, c,*c¿€((1) y 
(3) + C(7) E C(21). Ahora supóngase e, € C(21) de modo que 0 < cz < 21 y 0< 5 a 

q <l. Escríbase q =q,*g, con 0<q9,<l y 0<q2 < 1. Entonces cs =2lg = 

(391742) con 0 < 3q, < 3 y 0 < 7, <7, esto es, 3q, € ((3) y 79, € C(7). Entonces, 

CQ1) E C6)*C0) y CG) C(1)= C(1) como se afirmaba. 


Las leyes A¡-As, M,-M,, D,-D, sobre X'* se siguen inmediatamente de las definiciones de la adi- 
ción y la multiplicación sobre 4 * y del hecho de que estas leyes rigen en Q* y, por tanto, en %. 
Por otra parte, se demuestra fácilmente que C(1) es el neutro multiplicativo, de modo que Ms también 
es válida. 
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SIMETRICOS MULTIPLICATIVOS 


Sea ahora una cortadura cualquiera C=Q7 U (0) U [ ex * y defínase 
C71=(b:b €Q*, b<a”? para algún a eC') 
En el Problema 6 se demuestra: 
SiC=Q" U(0)UC entonces C7!=Q" U(0)UC7! es una cortadura positiva, 
En el Problema 7 se demuestra: 
Para toda C ef *, su simétrica multiplicativa es CT! ex *. 


Ahora se puede elegir entre dos vías para sumergir 4 * en un sistema en que cada elemento tenga 
ún simétrico aditivo: 


(1) Repetir lo del Capítulo 4 poniendo 4* en lugar de N. 
(2) O bien identificar cada elemento de "7 como el simétrico aditivo de un elemento único 
de X*. Procederemos de esta manera. 


SIMETRICOS ADITIVOS 


La definición de la suma de dos cortaduras positivas es equivalente a 
Ci + Cz = (e, +02: 01 €C,, C7 €Ca2), CC, Ex? 
Se generaliza la definición para abarcar todas las cortaduras así. 
Ci+Cz=f01 + 0:01 EC, 07 EC CC) EX (0) 


Ejemplo 3: Comprobar que C(B) + C(-7) = C(-4). 
Sea c, + c, € C(3) + C(—7), donde c, € C(3) y c¿ € Cl-7). Como c, <3 y cz < —7, 
se sigue que c, + c, < —4 de modo que e, + cz e C(-4). Así, pues, C(3) + C(-7) C C(-4). 


Reciprocemente, sea cy e C(—4). Entonces, cy < =4 y -4 — cy = de Q*. Ahora bien, 
e = -4—d= (3 — ld) + (—7 — 4d); entonces, como 3 — Hd e C(3) y -7 — ide C(—7), 
se sigue que cz € C(3) + C(-7) y es C(-4)C C(3) + C(-7). Asi que C(3) + C(-7) = 
C(—4) como se quería. 


Ahora, para cada Ce X, defínase 
=C=(x:x €0, x< —a para algún a eC” 


Para C = C(-3), se tiene —C = (x:x €Q, x < 3) porque —3 es el elemento mínimo de C”. Pero 
ésta es precisamente C(3); luego, en general, 


=C(r)=Cl=r)  sireQ 
/ Enel Problema 8 se demuestra que — Ces ciertamente una cortadura, y en el Problema 9, que —C 
es la simétrica aditiva de C. Entonces, las leyes A,-Ay se cumplen en X. 
En el Problema 10 se demuestra la 
Ley de tricotomía. Para toda C € X, se verifica una, y solamente una, de las relaciones 
C= C(0) CexXt -=C EX? 
MULTIPLICACION SOBRE 4 
Para toda C € X, se define 
C>C(0) si, y solo si, CexX* 
C<C(0) si, y solo si, —C ex* 
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y (0) = 0 is crO 
IC|==0 si  C<Cc(0) 
Asi, |C|= (0), es decir, [C|=C(0) o [E] € K*. 
Para todo C,, C2 € K, se defina 


[9 Ca =C(0) si C¡=C(0) o bien Ca = C(0) (2) 
C1*Ca= Ci] [Ca] si Ci>C(0) y C2>C(0)  osi Ci<C(0) y C,<C(0) 
le, *Ca==(JCi[*¡Ca) si Ci>C(0) y C:+<C(0)  osi Ci<C(0) y C2>C(0) 


Finalmente, para C + C(0), definimos 
Ojal ¡05 CO) y Cot==((C)7') si C<C(0) 


Ahora resulta fácilmente que las leyes A,-A¿, M,-Mó, D,-D, (véase página 71) rigen en A. 


SUSTRACCION Y DIVISION 


En forma análoga a la de la sección correspondiente del Capítulo 6,-se define para cualesquiera 
ls 
> 6,= E: P(=0) (8) 
Y si C4C0, eE 
LEO MORE E 10) 


Nota. Nos encontramos a esta altura en la incómoda situación de disponer de dos significados 
completamente diferentes de C, — C,. En todo este capítulo convendremos, pues, en considerar C, — Ca 
y C, MC) como expresiones con significados diferentes. 

RELACIONES DE ORDEN 
Para cualesquiera dos cortaduras distintas C,, C¿ € X se define 
C, < C,, o también C, > C,, significa C, — C, < C(0) 
En el Problema 11 se demuestra que 
C, < Cz, o también C¿ > C,, si, y solo si, C¡ CC) 

Se sigue fácilmente la 

Ley de tricotomía. Para cualesquiera C,, C, € X se verifica una, y solo una, de las siguientes rela- 
pa (a) €, = C, (6) €, < Ca (e) €, > C, 
PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES 

Defínase 4'* = (C(r): C(r) e A, r € Q). Se deja al lector la demostración del 

Teorema V, La aplicación C(r) e X* =>r €Q es un isomorfismo de * sobre O. 


Los elementos de N se llaman números reales, y cuando quiera que sea más cómodo, Y se rem- 
plazará por el familiar R, mientras que A, B, ..., denotarán elementos arbitrarios de R. Ahora bien, 
O CR; los elementos del complemento de Q en R se llaman números irracionales. 

En los Problemas 12 y 13 se demuestran la 
Propiedad de densidad. SiA,B € RconA < B, existe un número racional C(r) tal que A < C(r) < B. 


y la 
Propiedad arquimediana. Si 4,8 eR* existe un entero positivo Cía) tal que C(n)- 4 > B. 
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A fin de establecer en lo que sigue una importante propiedad de los números reales que no existe 
para los números racionales, se hace la definición: 


Sea S + £Z un conjunto en el cual está bien definida la relación de orden <, y sea T cualquier 
subconjunto propio de S. Un elemento s €S, si existe, tal que 5 =1 para todo 1 € T (s <1 para 
todo t € T) se llama mayorante (minorante) de T. 


Ejemplo 4: — (a) SiS=QyT=(-5,—1,0, 1, 3/2), entonces 3/2, 2, 102, . .. son mayorantes de 7, en 
tanto que —S, —17/3, —100,...., son minorantes de T. 


(6) SiS = Q y T = Ce A entonces T no tiene minorante en tanto que cualquier 1' e 7 = C* 
es un mayorante. Por otra parte, 7” carece de mayorante, mientras que cualquier 1 € T 
es un minorante. 


Si el conjunto de todos los mayorantes (minorantes) de un subconjunto T de un conjunto $ contie- 
ne un elemento mínimo (un elemento máximo) e, se dice que e es el extremo superior (extremo infe- 
rior) de T. 

Sea Q el conjunto universal y considérese la cortadura racional Clr) € £. Como r es el elemento 
mínimo de C'(r), todo s =r en Q es un mayorante de C(r) y todo 1 <r en O es un minorante de 
C'(r). Asi, pues, r es el extremo superior de C(r) y el extremo inferior de C'(r). 


Ejemplo 5: — (a) El conjunto 7 del Ejemplo 4(a) tiene el 3/2 como extremo superior y el — 5 como extremo 
inferior. 
(6) Sea Q el conjunto universal. La cortadura C del Problema 1 carece de minorantes y, por 


tanto, de extremo inferior. Si bien tiene mayorantes, no tiene extremo superior porque C 
no tiene elemento máximo y C” no tiene elemento mínimo. 


(c) Sea R el conjunto universal. Siendo cualquier cortadura C € X£ un subconjunto de Q, 
es un subconjunto de R. La cortadura C(r) tiene entonces mayorantes en R y r e R como 
extremo superior. Asimismo, la cortadura C del Problema 1 tiene mayorantes en R y 


3 € R como extremo superior. 


El Ejemplo 5(c) ilustra el 


Teorema VI. Si $ es un subconjunto no vacio de Y” y si $ tiene un mayorante en f”, tiene un extre- 
mo superior en X. 
Para una demostración, véase Problema 14. 


Análogamente, se tiene el 
Teorema VI'. Si $ es un subconjunto no vacío de Y y $ tiene un minorante en X', tiene un extremo 


inferior en X. 


Así, pues, el conjunto R de los números reales tiene la 


Propiedad de plenitud. Todo subconjunto no vacío de R que tenga un minorante (mayorante) tiene un 
extremo inferior (superior). 


Supóngase 9” = a donde a, 0 € R* yn € Z*. Se dice que 0 es la raíz enésima principal de a y se 
escribe 0 = a!/”. Entonces, para r =m/n_ e Q se sigue que e“ = 0”. 


Otras propiedades de R son: 


(1) Para todo a eR* y todom € Z* existe un único 0 e R* tal que * =a, 
(2) Para números reales > 1 y f, definase a? como el extremo superior de (a: r e Q,r < f). En- 
tonces, af está definida para todo a > 0, $. € R haciendo al = (1/a)Psi0<a<1l. 
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RESUMEN 


Como resumen parcial hasta el momento, he aquí una lista de las propicdades fundamentales del 
sistema R de los números reales. A la derecha, entre paréntesis, se indican otros sistemas, N, Z, Q, en 
los que rige cada propiedad dada. 


Adición 
Aj. Ley de clausura r + seR, para cualesquiera r, s€ R. (N,Z.0) 
Az., Ley conmutativa r+s=s5 +1, para cualesquiera 1, se R, (N,Z, 0) 
Ay. Ley asociativa r+(s+1)=(r +5) +1, para cualesquiera 1,5, CER. — (N,Z,Q) 
Aj. Ley de cancelación Sir + (1=5+1,esr= para cualesquiera r, s, te R (N,Z, Q) 
As. Neutro aditivo Existe un elemento neutro aditivo único Oe R tal que 

r+0=0+r=r, para todo reR, (Z.0) 
As.  Simétrico aditivo Para cada r e R existe un único simétrico aditivo, llama- 

do opuesto, —re R tal que r + (1) = (=r)+r=0. (2.0) 
M,. Ley de clausura r=seR, para cualesquiera r.s € R. 
M). Ley conmutativa re 7, para cualesquiera r, s € R 
Ms. Ley asociativa ro(5*1) = (r=5)* 1, para cualesquiera r, 5, 16 R. 
Ma. Ley de cancelación Sim*p = hn p,entoncesm = n para cualesquieram, n € R 

y pA0ER. 
M5. Neutro multiplicativo Existe un elemento neutro multiplicativo único 1 € R tal 

que I+r=r*1 => para todo re R. 
M5. Simétrico multiplicativo, — Para cada r 4 0 R existe un único simétrico multiplica- 

tivo rTleR tal querer rol. » (9) 
Leyes distributivas Para cualesquiera r, s, 16 R, 
D. ris+1)=rs+r0t 
D,. G4+der=s 4 ter (NW, Z, Q) 
Propiedad de densidad Para todo r,seR, con r<s, existe 16 Q tal que 

rates (0) 
Propiedad arquimediana Para todo r,seR*, con r < ss, existe ne Z* tal que 

MAS (2) 
Propiedad de plenitud Todo subconjunto no vacio de R que tenga un minoran- 

te (mayorante) tiene un extremo inferior (extremo supe- 

rior). j (N, Z) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que el conjunto S formado por Q”, cero y todos los s e Q* talés que s? < 3, es una 
cortadura. 


Primero que todo, S es un subconjunto propio de Q, pues 1 e S y 2 € S. En segundo lugar, sean ce Syae Q 
con a < e. Evidentemente, «€ S si a =0 y también si c=0. 


Para el caso restante (0 < a < c)a? < ac < e? < 3; luego a? < 3 y a € S como se requiere en (i), página 66. 
La propiedad (ii), página 66, queda cumplida por b = 1 si c < 0; entonces S será una cortadura siempre que para 
cada e > 0, con e? < 3 pueda hallarse siempre un m e Q* tal que (c + m)? < 3. Se pueden simplificar un tanto 
las cosas notando que si p/g, donde p, q e Z* ha de ser un m semejante, también lo es 1/q. Pero g = 1; luego 
(e+1)= ll era ces ( y 20+1 1 

2) =e 44 <= g2y4letl, así, pues, (e+ 2) < 3: siempre que ETA < 3—ez, esto 

q 9 e qe q q 
es, siempre que (3 — c*)y > 2c + 1. Como (3 — c*)e Q* y (2c + 1) € Q*, la existencia de q e Z” que cumpla la 
última desigualdad viene asegurada por la propiedad arquimediana de Q*. Así, pues, S es una cortadura. 


n 


2. 
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Demuéstrese que el complemento S' del conjunto S del Problema 1 carece de elemento mínimo. 


Para todo re S' = fa: ae Q”, a* == 3), vamos a demostrar que se puede hallar siempre un número racio- 
nal positivo m tal que (7 — m)? > 3, esto es, que el r que se elija nunca podrá ser elemento mínimo de S”. Como 
en el Problema 1, por simplificar, se busca un m de la forma 1/g con qeZ*. Así se E y 

g. 
e 2 


S 2r 2 qye a 
=> ri, tuego (+ - 5 > 3 siempre que e < 1? — 3, esto es, siempre que (1? — 3)g 


> 2r. Como en el Problema 1. la propiedad arquimediana de Q* asegura la existencia de g e Z* que satisfaga la 
última desigualdad. Así que S' carece de elemento mínimo. 


Demostrar: Si C es una cortadura y r e Q, entonces (a) D = (r + a: ae C) es una cortadura y 
(6)D'=(r+a:aeC). 


(a) D +8 porque C + £; además, para todo ce €”, r + cg D y D+ 0. Luego D es un subconjunto pro- 
pio de Q. 
Sea b e C. Para cualquier s e Q tal que s < r + £, se tienes — r < b de modo que 5 — re C y entonces 
=r + (s — 1) € D según la condición de (i), página 66. Así que para b e C existe un elemento ce C tal que 
€ > b;luegor + b,r + ce Dyr+c>r + bcomo se pide en (ii), página 66. De modo que D es una cor- 
tadura. 


(6) 'Sea b' e C'. Entonces r +b'é D porque b' € C; luego r + b'€ D'. Por otra parte, si g' =r + p'€D' enton- 
ces p! é C, pues si perteneciera tendríamos DN D' + D. Asi que D' es lo definido. 


Demostrar: Si C es una cortadura y r e Q”, existeunb e Ctalquer+5 eC. 


Según el Problema 3, D = (r + a: ae C) es una cortadura. Como 7 > 0, se sigue que C CD. Sea ge Q tal 
que p =r + y € D pero no de C. Entonces q e C pero r + ge C”. Así, pues, q satisface los requisitos de 5 en el 
teorema. 


Demostrar: Si C- e £*, C contiene infinitos elementos de Q*. 


Como Ce X* existe al menos un r e Q* tal que € C. Entonces para todo ge N se tiene r/q e C. Así, pues, 
ningún Ce J£ * contiene solamente un número finito de racionales positivos. 


Demostrar: Si C=Q7 U (0) UC ef *, entonces C7! = Q” U (0) U C7* es una cortadura 
positiva. 


Como [ + Q* sesigueque C' + Sycomo€ + 2, resultaqueC' + Q*.Seade C”. Entonces (d + 1)" e Q* 
y (d+ 1)? <d7* de modo que (d+ 1) e("* y (7! + 9. Asi, si ce C, entonces para todo a € C” se tiene 
e<ayct>a!; luego c lg C7! y (7! + Q”. Así que C7* es un subconjunto propio de Q. 

Sean ce (7! y reQ* tales que r < c. Entonces r < c < d” para algún de C' y re (7! como se requie- 
re en (i), página 66. Asimismo, como e + d”' existe s e Q* tal que < 5 < d”! y se (7! como se requiere en (ii). 
De modo que C”' es una cortadura positiva. 


Demostrar: Para cada C € XA *, su simétrica multiplicativa es C7! e X?. 


Sea C == Q” U (0) U ( de modo que (7! = 97 U (0) U C”*!. Entonces (+ (7! =(ferb:ceC,beC7*). 


Pero b <d”' para algún deC' y entonces bd < 1; asimismo, c <d de modo que be< 1, Por tanto, 
UC 

Sea ne ((1) tal que m7? > 1. Por el Teorema IV, existe ce C tal que cn”? e C'. Para cada a € C tal que 
a>essetienensa7! < noc! = (c:n7*) iasiquen* a”! = ee C”*.Luegon =aee C: Cy ((1)C CCA. 
Por consiguiente, (++ (7! = ((1) y C+C7* = C(1). Por el Problema 6, es C7!exX*. 
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8. 


as 


10. 


11. 


2. 


13. 


14. 


SiC € XA, demostrar que —C es una cortadura. 


Nótese primero que —C + (Y puesto que C” + J. Sea ahora «€ C; entonces — cg —C pues si lo fuera se 
tendría —c < —c' (para algún c' € C”) de modo que c' < c, una contradicción, Así que — Ces un subconjunto 
propio de Q. La propiedad (i), página 66, es inmediata, Para demostrar la propiedad (ii), sea x e —C, esto es 
x <—c' para algún "e €. Pero x < Hx=c')< 0%. Asi, pues, Hx— 0) > x y Hr c)e—C. 


Demostrar que —C del Problema 8 es la simétrica aditiva de C, esto es, que'C + (-C)= -C + 
C= C(0). 

Sea c+ xeC+(=C), con ce € y xe —C. Ahora bien, six < —c' para c'€ €”, se liene c+ x<c— 
e <0 puesto que e < «”. Entonces, € + (-C)C C(0). Reciprocamente, sean y, z € C(0) con z > y. Enton- 
ces, por el Teorema 111, existen ce € y ce C” tales que e + (2 — y) = e. Como 2 —e' < — e”, se sigue que 
z=ce-C,Asiquey = c+ (2 c)e C +1—=C)IyCI)C O +1 C).LuegoC + (=C)=-=C4+C=C(0), 


Demostrar la ley de tricotomía: Para (€ X se verifica una, y solo una, de las relaciones 


C= C(0) CE =CexMt* 


Es claro que ni C(0) ni —C(0)€ *. Supóngase ahora que C + C(0) y Cé X*. Como todo ce C es un 
número racional negativo pero C + VQ”. existe ce Q” tal que c'e €”. Como e < Je <0, se sigue que 
0.< —Je' < —e!, Entonces. —de'e —C y asi Ce X*. Por el contrario, si Ce X*, todo ce C” es también 
<Q*. Luego todo elemento de —C es negativo y CN”. 


Demostrar: Para dos cortaduras cualesquiera Cy, C¿ € X/ se tiene Cy < C, si, y solo si, Cy C Ca. 


Supóngase €, C Ca. Elijase a' € C¿ M C;, y luego be C, tal que b> a. Como =b < —a", se sigue que 
=bé —C,. Pero —C, es una cortadura; luego existe un elemento ce —C, tal que c > —b. Entonces b + > 0 
yb+c0eC, + (Cy) = €, — €, de modo que C, — C¿€X *. Asi, pues, C, = C¡ > C(0) y €, < Cj. 

Para la recíproca, supóngase C, < Cy. Entonces, €, — Cy > C(0) y (7 — C, € *. Elíjase de Q* tal 
quede.C, — C, yescribased =b + aconb e Cyya e —C,. Entonces, —b < —a'porqued > Oycomoa € —C, 
podemos elegir un a! e C; tal que a < —a'. Pero —b < —a'; entonces, a' < b, de modo que h 4 Cy, y así, pues. 
Ca T C,. Ahora considérese cualquier x e €. Entonces, x < h de modo que x e C, y, por tanto, C, CC). 


Demostrar: Si 4, B € R con A < Bexiste un número racional C(+) tal que A < Clr) < B, 


Como 4 < B, existen: números racionales r y s con 1 < ss tales que »,se B, pero de 4, Entonces, 
A =Cls) < Cr) < B, como se pedía. 


Demostrar: 'Si 4, B € R* existe un entero positivo Cía) tal que C(m)+ 4 > B. 


Como esto es trivial para 4 == 8. supóngase A < 8, Sean r, $ números racionales positivos tales que r€ 4 y 
5 € B'; entonces Cr) < A y Cls) > B. Por la propiedad arquimediana de Q existe un número positivo n tal que 
ar > s, es decir, Ctm)- C(r) > Cís). Luego 


Cin) A = Cta)" Clr) > Clst> B 


como se pedía. 


Demostrar: Si $ es un subconjunto no vacío de Y y sí $ tiene un mayorante (en A), tiene extre- 
mo superior en X. 


Sea $ = [C,, Cy, Cy, «+. ) el dicho subconjunto y C un mayorante. La unión U = €, U CU CU >> 
de las cortaduras de $ es ella misma una cortadura e Y: asimismo. como C, CU. Cy CU.Cy CU... Ues 
un mayorante de $. Pero Cy E C.C¿ CC. Cy CC... : luego U CC y U es el extremo superior de $. 
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Problemas propuestos 


(a) Definir C(3) y C(—7). Demostrar que cada una es una cortadura. 

(b) Definir C'(3) y C(—7). 

(c) Situar —10, —5, 0, 1, 4 como € o é de C(3), C(—7), C'(3), C(-7). 

(d) Hallar 5 números racionales de C(3) que no estén en C(—7). 

Demostrar: C(r) C Cs) si, y solamente si, r < 5. 

Demostrar: Si A y B son cortaduras, entonces A C B implica A + B. 
Demostrar el Teorema II de la página 66. 

Demostrar: Si Ces una cortadura y re Q*, entonces C <D= (a +r: aeC). 
Demostrar el Teorema IV, página 67. 


Sea re Q, pero no de Ce Y. Demostrar que C <C(r). 


Demostrar: (a) C() + C(S) = C(1) () Clr) + C(0) = Clr) 
(b) C(2)* C(5) = C(10) (d) C(r)* C(1) = C(r) 


Demostrar: (a) Si CexX*, es Cox”. 
(b) Si CexX 7, es —CexX*. 


24. Demostrar: —(=C)=C 


Demostrar: (a) Si C,,C¿€ X, entonces C, + C, y |C,|+|C¿| son cortaduras. 
(b) Si C, + C(0), entonces |C,|”! es una cortadura. 
(e) (C7!)7! =C para todo C + C(0). 


Demostrar: (a) Si CexX*, entonces CT! Ef *. 
(b) Si Ce XA”, entonces Cl M7. 


Demostrar: Si r,se Q con r <s existe un número irracional a tal que r <«<s. 
sr 

ya" 

Demostrar: Si A y B son números reales con A < B, existe un número irracional « tal que A<a<B. 

Sugerencia: Utilicese el Problema 12 para demostrar: Si A y B son números reales con A < B, existen núme- 

ros racionales 1 y r tales que A < C(t) < C(r) < B. 


Sugerencia: Considérese a = r+ 


. Demostrar el Teorema V, página 69. 


Capítulo 8 


Los números complejos 


EL SISTEMA C DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


El sistema C de los números complejos es el sistema de números del álgebra ordinaria. Es el mí- 
nimo conjunto en que, por ejemplo, la ecuación x? = a se puede resolver cuando a es un elemento cual- 
quiera de R. Para construir este conjunto C, comenzaremos con el conjunto producto R x R. La rela- 
ción binaria «=» se define así: 


(a,b)= (c,d) si, y solo si, a=cyb=d 


Como ahora cada una de las clases de equivalencia resultantes no contiene más que un solo elemento, 
denotaremos estas clases (a, 5) en vez de [a, b] y denotaremos en lo sucesivo R x R por C. 


ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE C 
La adición y la multiplicación sobre C se definen respectivamente por 


0) (a,b) + (c,d) = (a+c,b+ad) 


(ii) (a,b) + (c,d) = (ac—bd, ad + be) 
para cualesquiera (a.b),(c,d) € C 


Los cálculos necesarios para demostrar que estas operaciones siguen las leyes A¡-Ay, M,-Ma, 
D,-D, del Capítulo 7, cuando se las enuncia en términos de C, son de rutina y se dejan al lector. Es 
fácil verificar que (0, 0) es el elemento neutro para la adición y que (1, 0) es el elemento neutro para la 
multiplicación; también que el simétrico aditivo de (a, b) es el elemento — (a, b) = (—a, —b) y que 


el simétrico multiplicativo de (a, b) + (0, 0) es el (a,D)* = (era q p)- 45 pues, el con- 


junto de los números complejos tiene las propiedades As-As y Ms-Ms del Capítulo 7, enunciadas 
ahora en términos de C. 

En la sección siguiente demostraremos que R C C; y se podría esperar entonces que C tenga to- 
das las propiedades fundamentales de R. Pero esto no es cierto, puesto que no es posible generalizar 
a C (definir en C) la relación de orden «<>» de R para todos los elementos de C. 

Véase Problema 1. 


PLOPIEDADES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Los números reales son un subconjunto propio de los números complejos C. Porque si én (i) y (ii) 
hacemos bh = d = 0, se ve que las primeras componentes se combinan exactamente como los números 
reales a y c. Así, pues, la aplicación a + (a, 0) es un isomorfismo de R sobre un cierto subconjunto 
í(a,b):a eR,b=0)deC. 

Los elementos (a, b) e C en los que b % ('se dicen números imaginarios y si a =0, (a, b) es un 
número imaginario puro. 

Para cada número complejo z = (a, b) se define el número complejo ¿ = (a,b) = (a,b) que se 
llama conjugado del z. Evidentemente, todo número real es su propio conjugado en tanto que el con- 
jugado de un imaginario puro es su opuesto. 
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De aquí se sigue fácilmente: 
* Teorema IL. La suma (producto) de dos complejos conjugados es real. 
Teorema II. El cuadrado de todo número imaginario puro es:un número real negativo. 
Véase también Problema 2. 
El papel especial del número complejo (1, 0) sugiere investigar el de otro, (0, 1). Se tiene 
(x, y)" (0, 1) = (=y,x) para todo (x,y) éC 
y, en particular, 
0» 0)- (0, 1) = (0, 1)* (», 0) = (0, y) 


Además, (0, 1)? = (0, 1)*(0,1) = (—1,0)+> —1.en la anterior aplicación, de modo que (0, 1) es una 
solución de 2? = —1. 
Definiendo (0, 1) como la unidad imaginaria y denotándola por í, se tiene 


ÉS 
y, para todo (x, y) e C, 
(sy) = (1,0) + (0, y) = (x,0) + (1,0): (0,1) =x + yi 


En esta notación más familiar, x se llama parte real y y parte imaginaria del número complejo. Resu- 
miendo: 


el opuesto de 2=x+yi es —= —(e+yi)= -x—yi 


el conjugado de 2=x+y ies 2¿=x3Fyi=xe-yi 
para todo z = x+yi, 2:2=2+yER 


para todo 2 +0+0-+i=0, 


SUSTRACCION Y DIVISION SOBRE C 


La sustracción y la división sobre C se definen por 
(ii) z=w=z+(-1w) para cualesquiera z,w e C 
(iv) z2im=2-w", para cualesquiera w +0, z eC 


REPRESENTACION TRIGONOMETRICA 


La representación de un número complejo z por (x, y) y por x + pi sugiere la aplicación (isomor- 
fismo) 


x+yio (xy) 
del conjunto C de los números complejos sobre los puntos del plano real, Podemos, pues, hablar del 
punto Píx, y) o P(x + yi) como mejor convenga a nuestro propósito del momento. El empleo de una 


sola coordenada simplifica, a menudo, muchos cálculos que de otro modo serían tediosos. En seguida 
se discute un ejemplo de ello y otro se esquematiza brevemente en el Problema 20. 


Considérese en la Fig. 8-1 el punto P(x + pi) + 0 cuya dis- 
tancia r a O viene dada por r= /x1? + y?. Si 9 es el ángulo 
positivo que OP hace con el eje positivo de las x, se tiene 


x=r,c080, yp=rsenQ 


de donde 2=x+i 


ricos O + ¡sen 0) 


El segundo miembro de esta igualdad se llama forma trigonomé- 
trica (forma polar) de =. El número real no negativo Fig.8-1. 
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== V0% = /E7 


se llama módulo (valor absoluto) de 2 y 0 se llama ángulo (amplitud o argumento) de z. Como 0 es tal 
que x = cos 0, y = r sen 0, tg O = y/x y cualesquiera dos de éstos determinan 0 dentro de un múl- 
tiplo aditivo de 2x. Por lo general se escoge 0 como el menor ángulo positivo. (Nota. Si P está en O, 
se tiene r = 0 y 0 arbitrario.) 


Ejemplo 1: Expresar (a) 1 +, (6) —/3 + ¡ en forma trigonométrica. 
(a) Se: tiene r= /1+1= ,/2. Como tg 0 =1 y cos 0=1/,/2, tomamos para 0 el 
ángulo del primer cuadrante 45” = 1/4. Así, pues, 1 + ¡=/2 (cos m/4 + ¡sen 1/4). 


(6) Aquiesr=/3+1=2, 18 0=—1//3 y cos 0= —4//3. Tomando para 0 el án- 
gulo del segundo cuadrante 5m/6 se tiene 


=/3 + ¡=2cos Sn/6 + ¡ sen 5/6) 
Se sigue que dos números complejos son iguales si, y solo si, sus valores absolutos son iguales y 
¡sus “ángulos difieren en un múltiplo entero de 2r, esto es, si son congruentes módulo 2x. 
En los Problemas 3 y 4 se demuestran el 


HL. El valor absoluto del producto de dos números complejos es el producto de sus valores 
absolutos y el ángulo del producto es la suma de sus ángulos. 


IV. El valor absoluto del cociente de dos números complejos es el cociente de sus valores 
absolutos y el ángulo del cociente es el ángulo del numerador menos el ángulo del de- 
nominador. 


(a) Si z, =2(cos jr + ¡sen Lx) y 2 = 4(cos dx + ¡sen 31), se tiene 
2, "22 = 2cos ju + ¡sen dx) > 4(cos du + ¡sen dm) 
= 8lcos n + ¡sen x)= 8 
alái= 
= 2(cos jr + ¡sen hn) = 
Hicos (—4m) + ¡sen (—Jm)) = Hcos 3m/2 + ¡sen 3n/2) = — 


cos dx + ¿sen jm): 2(cos ju + ¡sen ja) 


2(cos m/6 + ¡sen n/6), 


= 4icos 1/3 + ¡sen 1/3) = 21 + 1/3) 
Sícos ha + 7sen Jm) = 81 


uencia del Teorema IV, se tiene 


Si.n es un entero positivo 


[r(cos 0 + ¿sen 0)]" = r'(cos n0 + ¡sen n0) 


= Á = plcos $ + ¡sen q) 


entero positivo y A es cualquier número complejo, tiene exactamente n raíces como se 
sida. Si == r(cos O + ¡sen 0) es una de éstas, se tiene por el Teorema V 


r"(cos nO + ¡sen n0) = picos $ + ¡sen p) 
P=p y n0=4¿+2kx (k, entero) 
r=p" y 0=$/n+2kn/n 
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El número de raíces distintas es el de ángulos del conjunto ($/n + 2kr/n) que no terminan en el mis- 
mo lado. Para cualquier entero positivo k =nq +m, 0 <m<n, es claro que $/n + 2kn/n y 
Q/n + 2mx/n tienen lados terminales coincidentes. Así, pues, hay exactamente a raices distintas da- 
das por 


p'""[cos ($/n + 2k=/n) + ¿sen (9/n + 2kr/n)), k=0,1,2,3,...,n—1 


Estas n raíces son coordenadas de n puntos equidistantes sobre el círculo de centro en el origen y de 
radio Y/[A]. Si entonces 2 = Y[A] (cos 0 + ¡sen 0) es cualquiera de las raíces enésimas de A, las otras 
raíces se obtendrán sucesivamente aumentando el ángulo 0 en 27/n y reduciendo módulo 27 cuando 
quiera que el ángulo sea mayor que 2r. 


Ejemplo 3: (a) Una raíz de 2* = 1 es r, = 1 =cos 0 + ¡sen 0. Aumentando el ángulo sucesivamente 
en 21/4 = 1/2, se encuentra r, =c0s ja + ¡sen Jn, 1, = cos m + ¡sen m y r4= cos 
3n/2 + i sen 3/2. Nótese que si hubiéramos comenzado con otra raíz, digamos 
cos e + ¡ sen, habríamos obtenido cos 3m/2 + ¡sen 3m/2, cos 21 + i sen 2n = cos 
0 + ¡sen O y cos Jn + ¡sen fr. Estas son, desde luego, las mismas raíces obtenidas antes 
solo que en orden diferente. 


Una de las raíces de 25 = —4/3— 4i = 8(cos 7/6 + ¡sen 7/6) es 
r, = vV2 (cos 77/36 + ¡sen77/36) 


(6: 


Aumentando sucesivamente el ángulo en 21/6. tenemos 
12 = V2 (cos 197/36 + ¿sen 197/36) 


ra = V2 (cos 317/36 + ¡sen317/36) 
= y2 (cos 437/36 + ¡sen 437/36) 


1 = 
rs = V2 (cos 557/36 + isen557/36) 
rg = V2 (cos 677/36 + ¿sen 677/36) 


Como consecuencia del Teorema V se tiene el 
Teorema VL Las n raíces enésimas de la unidad son 


p = cos 2r/n + ¿sen2n/m, pp, pt... 


RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD 


Una raíz enésima z de 1 se dice primitiva si, y solamente si, 2” + 1 con 0 < m < n. Mediante los 
resultados del Problema 5 es fácil mostrar que p y p* son raíces sextas primitivas de 1, en tanto que p?, 
p?, p*, p* no lo son. Esto ilustra el 


Teorema VIL Sea p = cos 2x/n + ¡sen 2x/n. Si (m, n) = d > 1, entonces p” es una raíz de orden 
n/d de 1. 

Para una demostración véase Problema 6. 
De aquí se sigue el 


Corolario. Las raíces n primitivas de 1 son aquellas raíces enésimas, y solo aquellas, p, p?, p3,...,p" 
de 1 cuyos exponentes son primos relativos con ”. 


Ejemplo 4: — Las raíces 12 más primitivas de 1 son 
p = cos2r/12 + isen2r/12 = 413 + fi 


p5 = cosbr/6 + isen5m/8 = 13 + Ji 
PT = cosTr/6 + isentr/6 = —PV3 — ji 
p!= cosllr/6 + isentir/8 = 413 — $i 
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Problemas resueltos 


1, Expresar enla forma x + yi: 


1 1 


() 38-241, (0)3+/4, (95 () zz (33. M0. 
(a) 32/71 = 3-25 (e) E a + 
(0) 3+V=4 = 342 Y) is deis i= 0-4 
(0) 5= 5+0 

PEA de 
(a) 25 


br 
2. Demostrar: La aplicación z «+» %, z € C es un isomorfismo de C sobre C. 


Vamos a demostrar que la adición y la multiplicación se preservan en la aplicación. Lo cual se sígue de que 
siendo para 


2 == Hgi 2 = "+ yal E €, 


ata = (Atud+ (a+ = (tz) + (y +yoi 
= (+2) (Mtvdio = (10 + (22 Ya) = 2+2% 
y Aza = (222 — YY) + (ya hdi (rt — Y) — (2 + adi 
= (abra) = ¿tz 
3. Demostrar: El valor absoluto del producto de dos números complejos es el producto de sus va- 
lores absolutos y el ángulo del producto es la suma de sus ángulos. 
Sean 2, =r, (cos 9, + ¿sen 0) y 22 =rz (cos 0, + ¡sen 0,). Entonces 
1 * 22 = rira[icos 6, * cos O, — sen 6, sen 7) + ¡sen 0, * cos 6, + sen 0, + cos 0,)] 
= rira[cos (0, + 0,) + ¡sen (0, + 02)] 
4. Demostrar: El valor absoluto del cociente de dos números complejos es el cociente de sus valores 


absolutos y el ángulo del cociente es el ángulo del numerador menos el ángulo del denominador. 


Para los números complejos 2, y 2, del Problema 3, 


21 _ Yifcoso +isenoj) _ ritcosa, + ¿seng,)(cos 97 — 1 Senoy) 
Za 7 ralcosO3 FiSeMO) —  ra(cos Oz + tsenoy)(cos 9, — 1 senoz) 


pS 
= [coso cosa, + seno, Senos) 4 i(sen0, coso — seno, cos oy) 
1 y 
= sos (0,—02) + isen(o, —02)] 
5. Hallar las 6 raíces sextas de 1 y demostrar que entre ellas están las raíces cuadradas y las raíces cú- 


bicas de 1. 
Las raices sextas de 1 son 


Pp = cosr/3 + isenm/3 = + 4v8i = vosdr/3 + isendr/3 = —] — 4V3i 
p? = cos2r/3 + isen2r/3 = —4 + 4V3i cos 57/38 + isenb=/3 = j— 4V3i 
pi = cosm+isenr == = cos2r + ¿sengr = 1 


De éstas, p? = —1 y p* = 1 son raices cuadradas de 1 y p?= 4 + 4/34 p*= 31/34 y pó=1 
son raíces cúbicas de 1. 
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Demostrar: Sea p = cos 21/n + ¡ sen 2/n. Si (m, n) = d > 1, entonces p” es una raíz de orden 
n/d de 1. 


Sean m= md y n= md. Como p” =c08 2ma/n + i sen 2mn/n=cos 2mx/n, + i sen 2m,n/m, y 
(0"Y* = cos 2myx + i sen 2myn = 1, se sigue que p” es una raíz n, = n/d-ésima de 1. 


Problemas propuestos 


Expresar los siguientes números en la forma =+yi: (a) 2+Y35, (b) (4+V-5) + (3-25), 
1 


(0/3) — 0-75 (a) 64910450, (032 04 
000 0 


Resp. (a) 2 + V8i, (0) T7=V851, (0) 143/55, (d) 32+i (0) 2/18+3i/13, (1) 4/29 + 19/29, 
(0) 4/13 — 19i/13, (MM 1+0+5 (0 0+% (1) —1+0+5, (k) 140+5 


Dar los conjugados de: (a) 2 + 3i, (b) 2 — 34, (c) 5, (d) 2i. 
Resp. (a) 2— 3i, (5) 2 + 3, (c) 5, (d) —2i 


Demostrar: El conjugado del conjugado de z es z mismo. 


Demostrar: Para todo 2*0€C, (2) =(2)L 


.. Situar todos los puntos cuyas coordenadas son de la forma (a) (a + 0-1), (0) (0 + bi) donde a, be R. Demués- 


trese que cada punto 2 y su conjugado son simétricos respecto del eje x. 


Expresar en forma trigonométrica: 


(a) 5 (o) 1 Y3i (e) —6 (0) -3+ V3i (0 vi > 
(b) 4 ai (d) 33 0 V2+y2i () -1/4+0 
Resp. (a) 5 cis0 (d) 3 cis 37/2 (9) 243 cis57/6 

(0) 4V2 cis 7/4 (e) 6 cisz (A) V2/2 cis 3/4 

(c) 2 cis 47/3 (f) 2 cis=/4 (i) cis 37/2 


siendo cisg = cosg + 15eng. 


Expresar en la forma a + bi: 


(a) 5 cis 609 (e) (2 cis 250) » (3 cis 8359) 

(b) 2 cis 902 (1) (10 cis 1009) + (cis 1400) 

(e) cis150* (a) (6 cis 170%) : (3 cis 50?) 

(d) 2 cis210% (Rh) (4 cis20%) : (8 cis 809) 

Resp. (a) 5/2 + 5/3 /2 (e) 4/3 + ji (6 (9) -1+V34 
(6) 2í (d) -V3=4 0) 5 5V3i 0) 44134 


Hallar las raíces cúbicas de: (a) 1, (b) 8, lc) 27, (d) —8i, (e) —4y3— 4i. 


3V3 


Resp. (a) —4 +42 i, 1: (0) 135 2 (0) c+ 3% (d) 2i, +V/3—4 (e) 2 cis 77/18, 
2 cis 197/18, 2'cis 312/18 


Hallar (a) las raíces quintas primitivas de 1, (6) las raíces octavas primitivas de 1. 


Demostrar: La suma de las n raíces enésimas. distintas de 1 es cero. 
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17. 


18. 


19 


Utilizando la Fig. 8-2 demostrar: Y 


(a) les + 22] <le] + [221 


(0) les — 22] = la] — le2l 


2142 


Si r es una raíz cúbica cualquiera de «ae C, entonces 


1, cor, wir donde w = —4+4/3 1 y * son las raíces 
cúbicas imaginarias de 1, son las tres raíces cúbicas de a. 


4% 


Describir geométricamente las aplicaciones 17 


(a) 22 (b) a mul (0) 228 Fig. 8-2. 


Sea en el plano real K el círculo con centro en 0 y ra- 
dio 1 y sea 4,4243, donde Aj(x, y) = A/(2)) = Ajíx, + 
vi) J=1,2,3, es un triángulo inscrito. Denótese por 
P(2) = P(x + yi) un punto cualquiera variable del plano. 


(a) Encontrar que la ecuación de K es => 


ax, + dx, 

(6) Demostrar. que Pj(x,, y,) donde 1, = 5 
+bj 

Ye mA divide el segmento 4, A, en la 


pe (ea de 
razón b:a. Luego, como Aj 4; y A o 
están en la recta A, Az, comprobar que la ecuación Fig. 8-3. 


de ésta es 2422 =2/+ hy 


(e) Comprobar: La ecuación de toda paralela a 4,4) tiene la forma z + 2,2,2 = 1 demostrando que los pun- 
tos medios B, y B, de A¡A, y A/A; están sobre la recta = + 2/7 EN 


(d) Comprobar: La ecuación de toda recta perpendicular a 4,4, tiene la forma z — 2245 = ¡1 demostrando 
que 0 y el punto medio de 4,4, están sobre la recta 2 — 2,53 = 0. 


(e) Utilizar ===, en 2 — 2,23 =u para obtener la ecuación z — 2,24 =2, — 212,24 de la'altura por A, de 4, A4y. 
Luego eliminar 3 entre las ecuaciones de dos alturas cualesquiera para obtener su punto de intersección 
Hz, + 22 + 23). Demuéstrese que H también está en la tercera altura. 


Capítulo 9 


Grupos 


GRUPOS 


Un conjunto no vacio Y sobre el cual se ha definido una operación binaria > se llama grupo con 
respecto a esta operación si para cualesquiera a, b,c € Y se verifican las propiedades siguientes: 


P,: (aobjoc=a>(bec) (ley asociativa) 


P,: Existe un ue 9 tal que aou=uca 
(existencia de elemento neutro) 
1 


Ps: 


=atoa=u 
(existencia del simétrico) 


Para cada ae $ existe un a”! € Y tal que aca” 


Nota 1. No ha de haber lugar a confusión por el empleo en Py de a”' para denotar el simétrico 
de a respecto de la operación o. La notación ha sido simplemente sacada de la que se utilizó antes para 
la multiplicación. Cuando la operación del grupo es la adición se ha de interpretar a”! como el simé- 
trico aditivo —a. 


Nota 2. Los capítulos precedentes contienen muchos ejemplos de grupos para la mayoría de 
los cuales la operación de grupo es conmutativa. Es de notar aquí que el hecho de que la operación sea 
conmutativa no se requiere en las propiedades enumeradas arriba. Si la operación es conmutativa, el 
grupo se dice abeliano, pero por el momento no haremos distinción entre grupos abelianos o no abe- 
lianos. 


Ejemplo 1: (a) El conjunto Z de los enteros forma un grupo con respecto a la adición; el elemento neutro 
es el O y el simétrico de a € Z es el —a o sea, el opuesto de a. Así que en lo sucesivo po- 
demos hablar del grupo aditivo Z. Por otra parte, Z no es grupo multiplicativo, ya que, 
por ejemplo, ni 0 ni 2 tienen simétricos multiplicativos. 


(b) El conjunto A del Ejemplo 12(c), Capítulo 2, es un grupo con respecto a o. El elemento 
neutro es a. Averígliese el simétrico de cada elemento. 


fe) El conjunto A = (—3, —2, —1,.0, 1, 2, 3) no es grupo con respecto a la adición sobre Z 
si bien 0 es elemento neutro, cada elemento de A tiene simétrico y la adición es asociativa. 
La razón es, naturalmente, que la adición no es operación binaria sobre 4, es decir, que 
el conjunto A no es cerrado con respecto a la adición 
El conjunto A= (0, =-3+1/31 0, = -$- 3/3 i, 03 = 1) de las raices cú- 
bicas de 1 forma grupo con respecto-a la multiplicación 

en el conjunto de los números complejos C ya que (i) el 


(a) 


producto de dos elementos cualesquiera del conjunto Si. 3 
es un elemento del mismo, (ii) se cumple la ley asociati- 
va gn C y, por tanto, en A, fili) 0, es el elemento neutro “1 | ws a 
y (iv) los simétricos de 0»,, 6»,, 9, Son, respectivamente, — o | uy e 
07 01, y. 

Esto es también evidente por (ii) y la tabla de ope- A AC 
ración adjunta, Tabla 9-1 


Véanse también Problemas 1-2. 
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PROPIEDADES SENCILLAS DE LOS GRUPOS 


La unicidad del elemento neutro y del simétrico de cada elemento del grupo fueron demostradas 
en los Teoremas HI y IV, Capítulo 2, página 20. Se deduce fácilmente 


Teoremas l. (ley de cancelación). Si a,b,c €Y, de aob=a>c (también a boa = coa) se sigue 
b=c ? 
Para demostración, véase Problema 3. 


Teorema IL. Con a,b €e%, cada una de las ecuaciones ao x= bh y yoa= b tiene una solución 
Única. 
Para demostración, véase Problema 4. 


Teorema II. Para todo a £9, el simétrico del simétrico de a es a, es decir, (a!) !=a. 


Teorema IV. Para cualesquiera a,b €S, (aob)'=b"tear!. 


Teorema V. Para cualesquiera a, b,...,p,qeY,es(aobo:--0poq)*=q"*op"lo:--ob7toa7!, 
Para cualquier a € Y y cualquier m € Z*, se define 


a" =acasac--=sa dem factores 
4% =u, el elemento neutro de Y 
PE O Pp AS A 
De nuevo se ha tomado la notación de la utilizada cuando la operación es la multiplicación, Si la ope- 
ración es la adición, a” con n > 0 se ha de interpretar como na = a + 4 + a+--:-+ +aconn térmi- 
nos, a? como u y a7* como n(—a) = —a + (-a) + (—a) + --* + (—a) con « términos. Obsérvese 
que na es simplemente, pues, una abreviatura y no se ha de considerar como producto de n eZ 
pora eS. 

En el Problema $ se demuestra la primera parte del 


Teorema VI. Para todo a €%, (i)a"oa" =a"*" y (ii) (a”Y = a”, con m,n eZ. 


Se entiende por orden de un grupo Y el número de elementos del conjunto Y. El grupo aditivo z 
del Ejemplo 1(a) es de orden infinito; los grupos del Ejemplo 1(b) y 1(d) son grupos finitos de orden 5 
y de orden 3, respectivamente. 

Por orden de un elemento a € Y se entiende el menor entero positivo n, si existe, para el cual a = u, 
el elemento neutro de 9. Si a H 0 es un elemento del grupo aditivo Z, entonces, puesto que na + 0 
para todo entero positivo n, el orden de a es infinito. El elemento w, del Ejemplo 1(4) es de orden 3, 
pues 0, y w] son diferentes de 1 mientras que w] = 1, el elemento neutro. 


l dem factores 


SUBGRUPOS 


Sea 9 = (a, b,c,...) un grupo respecto de o, Cualquier subconjunto no yacio 9' de Y se llama 
subgrupo de 9 si Y9' es él mismo un grupo con respecto a o. Evidentemente 9' = (u), donde u es el ele- 
mento neutro de Y y Y mismo, son subgrupos de cualquier grupo $. Se les llamará subgrupos impro- 
pios; otros subgrupos de 9, si los hay, se llamarán propios. Es de notar de paso que todo subgrupo de 
un grupo Y contiene a u como elemento neutro. 


Ejemplo 2: (a) Un subgrupo propio del grupo multiplicativo Y = (1, —1, ¡, ¿es Y" = (1, —1]. (¿Hay 
otros?) 
(b) Considérese el grupo multiplicativo Y = [p. p?, p?, p*.p, pf = 1) de las raíces sextas 
de la unidad (véase Problema 5, Capítulo 8, página 79). Tiene como subgrupos propios 
GAP 0 y 0 (pp 0%, 


Los dos siguientes teoremas son útiles para determinar cuándo un subconjunto de un grupo Y 
de operación de grupo + es o no subgrupo del Y. 
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Teorema VIL Un subconjunto $” no vacío de un grupo Y es subgrupo de Y si, y solamente si, (i) 9” 
es cerrado con respecto a >, (ii) $' contiene el simétrico de cada uno de sus elementos. 


Teorema VIIL Un subconjunto $' no vacío de un grupo Y es subgrupo de Y si, y solamente si, para 
cualesquiera a,b eS', aTlob eS. 
Para demostración, véase Problema 6. 
De lo que se sigue el 


Teorema IX. — Sea a un elemento de un grupo 9. El conjunto $' = (a": n € Z) de todas las poten- 
cias enteras de a es un subgrupo de $. 


Teorema X. Si S es cualquier conjunto de subgrupos de un grupo $, la intersección de estos sub- 
grupos es también un subgrupo de Y. 
Para demostración, véase Problema 7. 


GRUPOS CICLICOS 


Un grupo $ se dice cíclico si, para algún a € Y, todo x € Y es de la forma a”, donde m eZ. El 
elemento a se llama entonces un generador de 9. Evidentemente, todo grupo cíclico es abeliano. 


Ejemplo 3: (a) El grupo aditivo Z es cíclico con generador a = 1, pues para todo m€ Z, 4" =ma =m. 
(6) El grupo multiplicativo de las raíces quintas de 1 es cíclico. A diferencia del grupo de 


(a), que solo tiene 1 y —1 como generadores, este grupo puede ser generado por cual- 
quiera de sus elementos excepto el 1. 


(e) El grupo Y del Ejemplo 2(b) es cíclico. Sus generadores son p y p. 
Los Ejemplos 3(b) y 3(c) ilustran el 


Teorema XI. Un elemento a' de un grupo cíclico finito Y de orden n es un generador de Y si, y solo 
si (n,1) =1. 


En el Problema 8 se demuestra el 
Teorema XIL. Todo subgrupo de un grupo cíclico es él mismo un grupo cíclico. 


GRUPOS DE PERMUTACIONES 


En el Capítulo 2 se estudió el conjunto S, de las n! permutaciones de n símbolos. Este conjunto 
resulta ser un grupo con respecto a la operación de permutación o. Como + no es conmutativa, éste es 
nuestro primer ejemplo de un grupo no abeliano. 

Es costumbre llamar al grupo S, grupo simétrico de n símbolos y a cualquier subgrupo de S, grupo 
de permutación de n símbolos. 


Ejemplo 4: (a) Si=(() (12) (13) (14), (23) (24) (34) a= (123), a? = (132), B= (124), 
P? = (142), y = (134), y? = (143), $ = (234), 6? = (243) p = (1234), 
p* = (1304), p? = (1432), o = (1243), 0? = (14123), 0? = (1342), 1 = 
(1324), +2 = (12134), * = (1423). 
(6) Los subgrupos de Sa: (i) ((1), (12)), (ii) ((1), a, 07), (ii) (1), (12), (34), (12)(34)), y 
(iv) As = ((1), a, a?, B, B?, y, y?, 6, 6?, p?, a?, 12), son ejemplos de grupos de permuta- 
ción de 4 símbolos. (4, consiste en todas las permutaciones pares de Sa y se le conoce 
como grupo alternante de 4 símbolos. ¿Cuáles de los anteriores subgrupos son cíclicos? 
¿cuáles abelianos? Dar otros subgrupos de S,. 
Véanse Problemas 9-10. 


HOMOMORFISMOS 


Sean dos grupos, 9 con la operación >, y $ con la operación o. Se llama homomorfismo de Y en 
4' una aplicación 
G>8:3>g 
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tal que 


(i) todo g € Y tiene una imagen única g” € Y” 
(ii). sia—=>a' y b—=>b', entonces acb=a' 0 b' 


Si además la aplicación es sobreyectiva, esto es, si 
(iii) todo g” e Y' es imagen 
se tiene un homomorfismo de Y sobre 9' y se dirá que 9” es una imagen homomorfa de Y. 


Ejemplo 5: (a) Sea la aplicación n =>?" del grupo aditivo Z sobre el grupo multiplicativo de las raíces 
cuartas de 1. Es un homomorfismo, puesto que 
mano int prr 
y se preservan las operaciones de grupo. 


(b) Sean el grupo ciclico Y = (la, a”, a?,.... al? =u) y su subgrupo 9 = (a, at,a%,..., 
al), Se ve fácilmente que la aplicación 


do 

es un homomorfismo de Y sobre Y' en tanto que la aplicación 
Pod 

es un homomorfismo de 4” en Y simplemente. 


Véase Problema 11. 
En el Problema 12 se demuestra el 


Teorema XII. En cualquier homomorfismo entre dos grupos Y y Y' los elementos neutros se co- 
responden, y six e Y y x' € Y se corresponden, lo mismo ocurre con sus simétricos. 
Se sigue de esto que 


Teorema XIV. La imagen homomorfía de todo grupo cíclico es ciclica. 


ISOMORFISMOS 
Si la aplicación de la sección anterior es biyectiva, es decir, si 
PE 
se dice que Y y $' son isomorfos y la aplicación se llama isomorfismo. 


Ejemplo 6: Mostrar que Y, el grupo aditivo Z/(4) es isomorfo a $”, el grupo multiplicativo de elementos 
no nulos de Z/(5). 
Examinense las tablas de operación. 


G 
1 
1 

2 
3: 


0 
Tabla 9-2 Tabla 9-3 


en las que por comodidad se han remplazado [0], [1], 
la aplicación 


por 0, 1, ..... Se ve claramente que 


$>':0>1,1>3,2>4,3>2 


es un isomorfismo. Por ejemplo, 1 =2+3>4:2=3, etc. 
Rehacer la tabla de operación de $” para mostrar que 


gg 
es otro isomorfismo de Y sobre Y' 


>1,1>2,2>4,3>3 
. ¿Hay otro? 
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En el Problema 13 se demuestra la primera parte del 

Teorema XV. (a) Todo grupo cíclico de orden infinito es isomorfo al grupo aditivo Z. 
(b) Todo grupo cíclico de orden finito n es isomorfo al grupo aditivo Z/(n). 

El resultado. más notable de esta sección es el 

Teorema XVI (Cayley). Todo grupo finito de orden m es isomorfo a un grupo de permutación de 
n símbolos. 

Como la demostración, que se da en el Problema 14, consiste en ver cómo se construye de hecho 

un grupo de permutación, el lector querrá examinar ante todo el 


Ejemplo 7: Considérese la tabla de operación adjunta para Is 9 
el grupo 9 = (81, 82, 83, 24,85, 80) Con la opera- de Te 
ción de grupo =>. 

Y: Y, 

Los elementos de cualquier columna de la ta- SEN 

bla, digamosla quinta: 2, O £s = 25,82 D£s= 83 ds 9 
Ls D8s = Za 84 DEs = 82 Es O Es = Er Eo O 0 0 
Es = g, son los elementos de la fila de encabeza- de" ón 
mientos (o sea los elementos del grupo 9) en otro o 
1 95 


orden. Esta permutación se indicará por 


(E Ya 93 9 9s is) = (156)(234) 
Os 03 91 92 9 9 
= »s 
Se sigue fácilmente que Y es isomorfo a P = [P,. Pa. P3, Pa» Ps» Po) donde p, = (1), pz = 
(12)36)(45), pz = (13X25N46), pe = (14)(26X35), ps = (156)(234), po = (1651243) por la 
aplicación 
no» (i=1,2,3,...,6) 


CLASES LATERALES SEGUN UN SUBGRUPO 


Sea Y un grupo finito con la operación de grupo >; sean H un subgrupo de Y y a un elemento 
cualquiera de Y. Se llama clase a la derecha según el subgrupo H de Y, generada por a al subconjunto 


ul Ha = (hoa: hEH) 
y clase a la izquierda según el subgrupo H de Y, generada por a, al subconjunto aH de Y 
aH = (ach: he H) 
Ejemplo 8: — El subgrupo H = (1), (12), (34), (12X(34)) y el elemento a = (1432) de S, generan la clase 
a la derecha 
Ha =  ((1)"(1432), (12) 0 (1432), (34) 0 (1432), (12)(34) o (1432)) 
=  ((1432), (243), (142), (24)) 


y la clase a la izquierda 
aH =  ((1432)0(1), (1432) o (12), (1432) o (34), (1432) o (12)(34)) 
= (1432), (143), (132), (13)) 


Al examinar las propiedades de las clases laterales, por lo general nos limitaremos a las clases a la 
derecha y dejamos al cuidado del lector el formular las propiedades correspondientes de las clases a la 
izquierda. Lo primero, nótese que a e Ha puesto que u, el elemento neutro de Y, es también el ele- 
mento neutro dé H. Si H contiene m elementos, también los contiene Ha, pues Ha contiene a lo más 
m y h, oa = hz oa para cualesquiera hy, hz e H implica h, = hz. Por último, si C, designa el con- 
junto de todas las clases a la derecha diferentes según H en 9, entonces H € C, porque Ha = H cuan- 
do a eH. 

Considérense ahora dos clases a la derecha Ha y Hb, a + b según H en Y. Supóngase que c es un 
elemento común de estas clases de modo que para algunos h,, hz € H se tiene c=h,>a= hz >b. 
Entonces, a=h,*>(h,0ob)= (hi '=h,)>b y como h;'=h, e H (Teorema VIII), se sigue que 
a € Hb y que Ha = Hb. Así, pues, C, consiste en clases a la derecha, de 4, mutuamente disjuntas y, 
por tanto, es una partición de Y. Se dirá que C, es una descomposición de 9 en clases a la derecha 
según el subgrupo H. 
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Ejemplo 9: — (a) Sea 9 = Zel grupo aditivo de los enteros y 1 el subgrupo de los enteros divisibles por 5. 
La descomposición de 4 en clases a la derecha según H consta de las cinco clases resi- 
duales módulo 5, esto es, H= [x: 5]x), HI = (x: S](x— 1), M2 = (x: 5|(x— 2). 
H3=[x: 5|(x— 3)), y H4 = (x: S|(x— 4)). No hay que distinguir entre clases a 
la derecha y clases a la izquierda puesto que Y es grupo abeliaño. 


(b) Sean 9 = S, y H = As el subgrupo de las permutaciones pares de Sy. Entonces hay 
solamente dos clases a la derecha (izquierda) de Y respecto de H, a saber, A, y el con- 
junto de las permutaciones impares de S4. Aquí tampoco hay distinción entre clases a 
la derecha y a la izquierda, pero nótese que S, no es abeliano. 


(c) Sean 9 = S, y H el grupo octal del Problema 9. Las diferentes clases a la derecha según 
H, son 


H = (1), (1234), (131(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (19), (24)) 
H(12) =  ((12), (234), (1324), (143), (34), (1423), (132), (124) 
H(23) = (23), (134), (1243), (142), (1342), (14), (123), (243) 


y las diferentes clases a la izquierda según HH, son 
H = (1), (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (13), (24)) 
(12H =  ((12), (134), (1423), (243), (34), (1324), (123), (142) 
(23H = (23), (124), (1342), (143), (1243), (14), (132). (234) 


Así, pues, G = HU H(12) U H(Q3) = HU (12)H U (23)H. Aqui la descomposición 
de 9 es diferente según se utilicen las clases a la derecha o las clases a la izquierda, según H. 


Sca Y un grupo finito de orden n y sea H un subgrupo de $ de orden m. El número de clases di- 
ferentes a la derecha según H en $ (llamado índice de H en $) es r con n = mr; por consiguiente: 


Teorema XVII (Lagrange). El orden de cada subgrupo de un grupo finito 9 es divisor del orden de 4. 
Como consecuencia, se tienen los 


Teorema XVIIL. Si Y es un grupo finito de orden n, entonces el orden de cualquier elemento a e $ 
(es decir, el orden del subgrupo cíclico generado por a) es divisor de n. 
y 


Teorema XIX. Todo grupo de orden primo es cíclico. 


SUBGRUPOS INVARIANTES 


Un subgrupo H de un grupo Y se llama subgrupo invariante (también subgrupo distinguido, sub- 
grupo normal o divisor normal) de Y si 


() gH = Hg para todo g eY 


1 


Como g”! €% si g €9, (i) se puede remplazar por 


(1) g Hg=H para todo g eS 


Pero (i') requiere que 


(ij) para todo g e$ y cualquier h eH, g7'<h=g eH 
y que 
(iz) para todo geY y cada he H, existe algún ke H tal que g7'+kosg=h o bien 
kog=goh. 
Se demuestra que (i;) implica (13). Considérese cualquier h e H. Por (ij), (g7*) *<heg”*= 
goh=g"* =keH, pues g"' eS; entonces. g7'ok:+g = h como se pide. Hemos demostrado el 
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Teorema XX. — Si H es un subgrupo de un grupo 9 y si g7!ohog € H para todo g e Y y todo 
h € H, entonces H es un subgrupo invariante de 9. 


Ejemplo 10: — (a) Todo subgrupo H de un grupo abeliano 9 es un subgrupo invariante de 9 puesto que 
go h=hog para todo ge 9 y todo he H. 


(b) Todo grupo $ tiene, por lo menos, dos subgrupos invariantes: (u), porque u + g =g.«u 
p 
para todo ge 9; y Y mismo ya que para cualesquiera g, he Y se tiene 


goh=goho(g'0g)=(gohog ')og=keg y k=gohog leg 
(e) Si H es un subgrupo de índice 2 de Y [véase Ejemplo 9(0)], las clases laterales generadas 
por H consisten en H y 9 — H. Luego H es un subgrupo invariante de 4. 
(d) Para 9 =(a,a%,a,...,al?=u) sus subgrupos (ua2,a*,..., at), (ua, a, 0%), 
fu, a*, a?) y (u, a") son invariantes. 


(e) Para el grupo octal (Problema 9), (u, p?, a?, 12), (u, p?, b, e) y (u, p, p?, p*] son subgru- 
pos invariantes de orden 4 en tanto que u, p”) es un subgrupo invariante de orden 2. 
(Empléese la Tabla 9-7 para comprobarlo.) 


(/) El grupo octal Pno es un subgrupo invariante de S, porque para p = (1234) e Py (12) € Sa, 
se tiene (12)”! p (12) = (1342) € P. 


En el Problema 15 se demuestra el 


Teorema XXI. En todo homomorfismo de un grupo Y con operación de grupo + y elemento neutro u 
en un grupo 9” de operación de grupo «> y elemento neutro u', el subconjunto S de 
los elementos de Y que se aplican sobre u' es un subgrupo invariante de Y. 


Este subgrupo invariante de Y así definido se llama núcleo del homomorfismo. 


En el Ejemplo 10(b) se vio que todo grupo Y tiene (u) y Y mismo como subgrupos invariantes. Se 
les llama impropios al paso que otros subgrupos invariantes de Y, si los hay, se llaman propios. Un gru- 
po Y. que carece de subgrupos invariantes propios se llama simple. 


GRUPOS COCIENTES 


Sea H un subgrupo invariante de un grupo Y con la operación de grupo + y denótese por 9/H el 
conjunto de clases laterales (diferentes) según H en Y, es decir, 


9/H = (Ha, Hb, He, ...) 
Se define el «producto» de pares de estas clases por 
(Ha)l1b) = ((h, > a) o (1, > b): hi, hz H) para todos los Ha, Hb 9/H 


y en el Problema 16 se demuestra que esta operación es bien definida. 
Pero 9/H es un grupo con respecto a la operación que se acaba de definir: Para demostrar esto 
observamos primero que 


(Mroa)o(twob) = hiolaoh)ob = hio(hioa)ob 
= (MuoluJo(aob) = hio(aob), — hahEH 
Entonces, (Hal(Hb) = Híaob) € G/H 
Y [(Ha/(Hb)(Hc) = Hllaobjoc] = Hlao(doc)) = (Ha)[(HdNHc)] 
Ahora, para u, el elemento neutro de Y, (Hu)(Ha) = (Ha)(Hu) = Ha, de modo que Hu = H es el ele- 
mento neutro de 9/H, Por último, como (Ha)(Ha”*) = (Ha”')Ha) = Hu =H, se sigue que 9/H 
contiene la inversa Ha”! de toda Ha e 9/H. 


El grupo $/H se llama grupo cociente (grupo factor) de $ por H. 
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Ejemplo 11: — (a) Si Y es el grupo octal del Problema 9 y 11 = (u. p?, b,e), es 9/H = [11. Hp). Esta re- 
presentación de 9/H noes única, desde luego. El lector demostrará que 9/H = [H, I1p% = 
1H, Ho?) = (H, H*) = (H, Hp). 

(9). Para los mismos Y y H= (u,p”), se tiene 


9/H = | H. Hp, Ho?, Hb) =|H, Hp?, Hr, He! 
El anterior ejemplo ilustra el 


Teorema XXIL — Si H de orden m, es un subgrupo invariante de 9, de orden n, el grupo cociente 4/H 
es de orden m/m. 


De (Hal Hb) = Hía< b)e G/H obtenido antes, se sigue 
Teorema XXIII. Si H es un subgrupo invariante de un grupo 4, la aplicación 
9 >G/H: > Hg 
es un homomorfismo de Y sobre 9/H, 
En el Problema 17 sé demuestra el 
Teorema XXIV. Todo grupo cociente de un grupo cíclico es cíclico. 
Dejamos como ejercicio la demostración del 


Teorema XXV. — Si H es un subgrupo invariante de un grupo Y y si H es también un subgrupo de un 
subgrupo K de $, entonces H es un subgrupo invariante de K. 


PRODUCTO DE SUBGRUPOS 


Sean H= (hy hz... hy) y K= 1D, b3....,b,) subgrupos de un grupo Y y definase el «pro- 
ducto» 
HK=(h=bj: hí eH, b, eK) 
En los Problemas 65-67 se pide al lector estudiar tales productos y, en particular, demostrar el 
Teorema XXVI. Si H y K son subgrupos invariantes de un grupo Y, también lo es HK. 


SERIE DE COMPOSICION 


Un subgrupo invariante H de un grupo 9 se llama maximal si no existe ningún subgrupo invariante 
propio K de Y del cual H sea un subgrupo propio. 


Ejemplo 12: — (a) 44 del Ejemplo 4(b) es un subgrupo invariante maxinal de S, porque es un subgrupo 
de índice 2 en S4. Asimismo, ju. p?, 07.12) es un o invariante maximal de Ag. 
(Demuéstrese.) 


(6) El grupociclico 9 = fu. a, a?.....a!') tiene los H = [u, a?, a”. a) yK= (4.0, 
a*, a?) como subgrupos invariantes maximales. Asimismo, J = [u,a*,a*) es un sub- 
grupo invariante maximal de // en tañto que L = fu, a%) es subgrupo invariante maxima! 
tanto de H como de K. 


Para cualquier grupo Y una sucesión de sus subgrupos 


9, H,J,K U= (a 


se llama serie de composición de Y si cada elemento, excepto el primeto, es subgrupo invariante maximal 
de su precedente. Los grupos 9/H, H/J, J/K, ......, se dicen entonces los grupos cocientes de la serie de 


HE composición. 
En el Problema 18 se demuestra 


'eorema XXVII. Todo grupo finito tiene al menos una serie de composición. 
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Ejemplo 13: (a) ElgrupocíclicoY = fu, a, a?, a?, a*) tiene solamente una serie de composición: 4, U= (u). 
(6) Una serie de composición de 9 = S, es 


Sa, As, 1(0),p?, 07,7%), ((0, p), U= (1) 
¿Es cada elemento de la serie de composición un subgrupo invariante de 9? 


(e). Para el grupo cíclico del Ejemplo 12(6), hay tres series de composició: 
() 9, K, L, U, (iii) $, H, L, U. ¿Es todo elemento de cada serie de composi 
grupo de 9? 


En el Problema 19 se ilustra el 


Teorema XXVIII (teorema de Jordan-Hólder). En todo grupo finito con distintas series de composi- 
ción, todas las series son de la misma longitud, es decir, tienen igual número de ele- 
mentos. Además, los grupos cocientes para cualesquiera dos series de composición 
se pueden aplicar biyectivamente entre sí, de modo que los grupos cocientes corres- 
pondientes son isomorfos. 


Antes de intentar una demostración del Teorema XXVIII (véase Problema 23) será preciso exa- 
minar ciertas relaciones que existen entre los subgrupos de un grupo $ y los subgrupos de sus grupos 
cocientes. Sea, pues, H de orden r un subgrupo invariante de un grupo Y de orden n y escríbase: 


S = G/H = (Ha; Haz, Has, ..., Ha), meG (1 
donde, por comodidad, se ha hecho a, = u. Sea, además, 
P = (Hb, Hb», Hba, «=>, Hb) (2) 


un subconjuntó cualquiera de S y desígnese por 


K = Hb¡U HbzU HbsU --* U Hb, (3) 


el subconjunto de $ cuyos elementos son los pr elementos distintos (de 9) que pertenecen a las clases de P. 

Supóngase ahora que P es un subgrupo de índice + de S. Entonces n = prt y alguno de los b, di- 
gamos b,, es el elemento neutro u de 9. Se sigue que K es un subgrupo de índice 1 de Y y que P = K/H 
porque 


(i) Pes cerrado con respecto a la multiplicación de clases; luego K es cerrado con respecto a la ope- 
ración de grupo sobre Y. 

(ii) La ley asociativa rige para Y y, por tanto, para K. 

(iii) He P, luego ue K. 

(iv) P contiene la inversa Hb; * de cada clase Hb, € P; luego K contiene la inversa de cada uno de 
sus elementos. 

(v) Kes de orden pr; luego K es de índice 1 en Y. 


Recíprocamente, supóngase que K es un subgrupo de índice £ de 9 que contiene a H, un subgrupo 
invariante de 9. Entonces, por el Teorema XXV, H es un subgrupo invariante de K y así P = K/H es 
de índice t en S = Y/H. 

Se ha demostrado el 


Teorema XXIX. Sea H un subgrupo invariante de un grupo finito 4. Un conjunto P de las clases la- 
terales de S = 9/H es un subgrupo de índice t de S si, y solamente si, K, el conjunto 
de elementos del grupo que pertenecen a las clases laterales de P, es un subgrupo, 
de índice 1 de Y. 


Suponiendo ahora que b, =u en (2) y (3) arriba, se establece el 


Teorema XXX. Sean Y un grupo de orden n = rpt, K un subgrupo de orden rp de $ y H un sub- 
grupo invariante de orden r de ambos K y 9. Entonces K es un subgrupo invariante 

de 9 si, y solamente si, P = K/H es un subgrupo invariante de S = 9/H. 
Para demostración, véase Problema 20. 
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Teorema XXXI. — Sean H y K subgrupos invariantes de 9, siendo H subgrupo invariante de K, y sean 


P = K/H y S = $/H. Entonces, los grupos cocientes S/P y $/K son isomorfos. 
Para demostración, véase Problema 21. 


Teorema XXXIL. Si H es un subgrupo invariante maximal de un grupo Y, 9/H es simple y recípro- 


camente. 


Teorema XXXIII Sean H y K subgrupos invariantes maximales diferentes de un grupo $. Entonces, 


8 


2. 


a; 


4, 


(a) D=H(K es un subgrupo invariante de Y, y 
(b) H/D es isomorfo a $/K, y K/D es isomorfo a Y/H. 


Para demostración, véase Problema 22. 


Problemas resueltos 


El conjunto de clases residuales Z/(3), módulo 3, ¿forma grupo con respecto a la adición?, ¿con 
respecto a la multiplicación? 


De las tablas de adición y multiplicación para Z/(3). en las que [0], [1], [2] sc: han remplazado por 0, 1, 2, 


al A putas e 
DU AE 0 as 
E e e pla a 2 
2,2 A a 2 de a 
Tabla 9-5 96 


se deduce claramente que Z/(3) constituye un grupo con respecto a la adición. El elemento neutro es 0 y los simé- 
tricos de 0, 1, 2 son, respectivamente, O, 2, 1. También se ve que si bien estas residuales no forman grupo 
con respecto a la multiplicación, si se excluye la clase 0, sí lo forman. Aquí el elélhento neutro es 1 y cada uno de 
los elementos 1,2 es su propio simétrico. 


¿Forman grupo respecto a la multiplicación las clases residuales módulo 4, excluyendo la clase 07 


De la Tabla 5-2 del Ejemplo 12, Capítulo 5, página 53, se saca que estas clases residuales no forman grupo 
con respecto a la multiplicación. 


Demostrar: Si a,b,ce Y, a=b=a->c (también boa => a) implica b=<c. 


Sea a»b= asc. Operando a la izquierda por a”* € 9, se tiene a”! < (a=b)= a"! » (a> c). Por la ley aso- 
ciativa, (47! 04)» b= (a7! »a)o e; luego usb = use y resulta b =c. Del mismo modo, (boa)oa7* = (coa)oa”! 
se reduce a b=<. 


Demostrar: Si a, be 9, las ecuaciones aox = bh y poa = b tienen solución única. 


Se obtiene fácilmente x = a”! » b y y = b= a”* como soluciones. Para probar la unicidad, supongamos que x” 
y »' sean otras soluciones. Entonces a =x = a- x' y asimismo y - a = y” < a, de donde, por el Teorema L, x = x' 
IEA 
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Demostrar: Para todo a €Y, a"od =a”*" con m,n eZ. 


Consideremos los casos según que m y n sean positivos, de distinto signo o uno de ellos nulo. Si mn y n son 
positivos, 


m factores n factores m +n factores 
amoar = (a0ao--:00)o(a0a0- 00) = acas--0a = qmtn 
Si m= —r y n=s5, de donde r y s son enteros positivos, 
amoan = arroat = (a“lpoat = (aTloaTio;--oaTl)o(acao-:-04) 
ar = amen si s=r 
(Q—1)=S = as=r = qmtn io 


Los otros casos se dejan al lector. 


Demostrar: Un subconjunto no vacio 9” de un grupo Y es un subgrupo de Y si, y solamente si, 
para cualesquiera a,b € Y, a7lob eg! 


Supóngase que 9' es un subgrupo de $. Si a, be 9”, entonces a”* e 9' y, por la ley de clausura, también lo 
esatob, 

Reciprocamente, supóngase que Y' es un subconjunto no vacio de Y para el cual a”! o be 9” siempre que 
a, be 9'. Como entonces a7'»a=ue9',esuco a”! = a"! € Y” y todo elemento de 9" tiene un inverso en $”. 
Por último, para cualesquiera a, be $”, (a7!)"L0b =a= be Y, y se cumple la ley de clausura. Así que Y” es un 
grupo y, por tanto, un subgrupo de $. 


Demostrar: Si S'es un conjunto de subgrupos de un grupo $, la intersección de estos subgrupos es 
también un subgrupo de Y. 


Sean a y b elementos de la intersección y, por tanto, elementos de cada uno de los subgrupos que forman $. 
Por el Teorema VIIL, a”* > b pertenece a cada subgrupo y. por consiguiente, a la intersección. Así, pues, la in- 
tersección es un subgrupo de $. 


Demostrar: Todo subgrupo de un grupo cíclico es un grupo cíclico. 


Sea 9” un subgrupo de un grupo cíclico 4 de generador a. Supóngase que m es el mínimo entero positivo para 
el cual a” e 9”. Siendo entonces todo elemento de 9” un elemento de Y, es de la forma al, k e Z. Escribiendo 


k=mq+r, 0=r<m 
tenemos ETA aa N 


y, Por tanto, ar = (am)-aoak 


Como ambos a” y a € $” se sigue que a" € 9”, Pero como r < m, r = 0. Asi, pues, k = mg, todo elemento de 9” 
es de la forma (a") y Y es el grupo cíclico generado por a”. 


El subconjunto [u = (1), p, p?, p?,0?, 12, b = (13), e = (24)) de S, es un grupo (véase la Tabla 9-7) 
que se llama grupo octal de un cuadrado o grupo diédrico. Vamos a demostrar que este grupo de per- 
mutaciones se puede obtener por propiedades de simetría de un cuadrado. 


Considérese el cuadrado (Fig. 9-1) con los vértices numerados 1, 2, 3, 4; trá= 
cense las diagonales 103 y 204, las paralelas medias AOB y COD. Vamos a examinar 
todos los movimientos rígidos (rotaciones en el plano en torno a O y en el espacio en 
torno a las diagonales'y las paralelas medias) tales que el cuadrado parezca el mis- 
mo que antes después del movimiento. 


Denótese por p la rotación en sentido contrario a las agujas del reloj del cua- 
drado en torno a O de 90”, Su efecto es llevar 1 22,243,324 y 4 1; así, pues, 
p= (1234). Ahora bien, p? =p >p = (13)(24) es una rotación de 180? en torno 
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10. 


13. 


a. 0, p? = (1432) es una rotación de 270" y p* =(1) = u es una rotación en torno a O de 360* o de 0*. Las 
rotaciones de 180* en torno a los ejes medios 4OB y COD dan lugar, respectivamente, a 0? = (14)(23) y a 1? = 
(12)(34) mientras que las rotaciones de 180 en torno a las diagonales 103 y 204 dan lugar a e = (24) y a 
b= (13). 


La tabla' de operación para este grupo cs 


A POR Ud O AI TA 
al A a 
ON E E a 
pla » uu p. nn». * eb 
plo uu. » $. e boe o”? 
apa tela” E o 
E 
Bo ro e np». >. o. o? 
elena yd pon Am 

Tabla 9-7 


Para formar la tabla 
(1) llenar la primera fila y la primera columna y complétese la parte superior izquierda de 4 x 4 casillas. 


(2) complétese la segunda fila, (900? = (1234) o (14)(23) = (13) = b, .. -) 
y luego la tercera y cuarta filas, 
(eto0t=po(pos)=p0b=x,...) 
(3) complétese la segunda columna y luego la tercera y cuarta columnas, 
(etopt=(0top)op=e0p=x%...) 
-) 


Un grupo de permutación de n símbolos se dice regular si cada uno de sus elementos excepto el 
neutro mueve todos los n símbolos. Hallar los grupos de permutación regulares de 4 símbolos. 


(4) terminese la tabla, (tor? = 020 (0042) = 


Utilizando el Ejemplo 4, los grupos que se piden son: 
0000 = (1), (0,000 = (1), y tr = (1) 


Demostrar: La aplicación Z > Z/(n): m + [1] es un homomorfismo del grupo aditivo Z sobre 
el grupo aditivo Z/(n) de los enteros módulo n. 

Como [m] = [r] siempre que m = ng + r, 0 <r < n, es evidente que la aplicación no es inyectiva. No 
obstante, todo m e Z tiene una imagen única en el conjunto ([0], [1], [2]. ...... [n — 1]) de las clasés residua- 
les módulo n, y todo elemento de este último conjunto es imagen. Asimismo, si a > [r] y 6 [s], entonces 
a +b> [r] + [s] = [1] la clase residual módulo n de c = a + b. De modo que las operaciones de grupo se 
preservan y la aplicación es un homomorfismo de Z sobre Z/(). 


Demostrar que en un isomorfismo entre dos grupos 9 y $” los elementos neutros se corresponden 
ysix eS y x" eS' se corresponden, lo mismo ocurre con sus inversos. 


Denótese el elemento neutro de Y por u y el de 9” por u'. Supóngase ahora que u > v' y que para x % u, 
1 > 1, Entonces x = 0x1 Dx =x' = 4 ex, de donde, por la ley de cancelación, 1" =u' y tenemos 
la primera parte del teorema. 

Para la segunda parte, supóngase x— x' y 7 
de modo que y" = (x')7!, 


15 y” Entonces, u=x0x > oy == 0 (a) 


Demostrar: Todo grupo cíclico de orden infinito es isomorfo al grupo aditivo Z. 


Considérese el grupo cíclico infinito Y generado por a y sea la aplicación 
nd, nez 
de Z en Y. Esta aplicación es evidentemente sobreyectiva y, además, inyectiva, pues si para s > 1 se tuviera se a” 
y ts al con a" = d, entonces a"! = u y Y sería finito. Por último, s + 10» a*** =a*- a y la aplicación es un 
isomorfismo. 
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14. Demostrar: Todo grupo finito de orden n es isomorfo a un grupo de permutación de n'símbolos. 


Sea Y = (1, 82: £s: +» ++ 8n) con la operación de grupo «> y defínase 


p = ( a ( Ue es 0 de (=1,2,3,...,1) 
129) MOD 929) 9379] + 979) 


Los elementos de la segunda fila de p, son los de la columna encabezada por gy en la tabla de operación de Y 
y, por tanto, constituyen una permutación de los elementos que encabezan las filas. Así, pues, 
P= ÍPiPa Py», pr) es un subconjunto de los elementos del grupo simétrico S, de n símbolos. Se 
deja al lector demostrar que P cumple las condiciones del Teorema VII para ser un grupo. Considérese ahora 
la biyección 


(a) RP, 1=1,2,3,...,n 
Si 9; =9,0 Y, luego y, > p,op, de modo que 


mn m ES Or m 
no o = o NES 
HOY, A MO 9r MELO Ys, gen 
y (a) es un isomorfismo de Y sobre P. Nótese que P es regular. 


15. Demostrar: En cualquier homomorfismo de un grupo Y con operación de grupo » y elemento neu- 
tro u en un grupo 9' de operación de grupo = y elemento neutro u', el subconjunto S de los ele- 
mentos de Y que se aplican sobre u', es un subgrupo invariante de Y. 


Como consecuencias del Teorema XIII, se tienen 
(a) u=u'; luego, S no es vacio. 
(b) Siaes, es a”! —= (u')* =u'; luego, a! eS. 
(e) Sia,beS,csatob=u ou =u'; luego, a! obeS. 
Así que $ es un subgrupo de 9. 


Para cualesquiera ae S y ge9, 
A E 


1 


de tal modo que g7' <a = ges. Y por el Teorema XX, Ses un subgrupo invariante de Y, como se afirmaba. 


16. Demostrar: El producto de clases laterales 
(Hal(Hb) = [(h, > a)> (1, 0.6): hi h, eH) para todo Ha, Hb €9/H 
donde H es un subgrupo invariante de 9, es bien definido. 


Ante todo, demostramos: Para cualesquiera x, x' € Y, es Hx' = Hx si, y solamente si, x' =v.0x para 
algún ve H. Supóngase que Hx' = Hx. Entonces x' e Hx requiere que x' = vo x para algún v € H. Recíproca- 
mente, si x'=v.+ x con v e H, entonces Hx' = H(v ox) = (Ho)x = Hx. 


Sean ahora Ha" y Hb' otras representaciones de Ha y Hb, respectivamente, cona! = a er, b' ='bosyr,seH. 
En (Ha'XHb') = ([hy > (a =1)] >[h, > (605)] : My, hz € H) se tiene, mediante (is), página 87, 


[hy9(aor)] o [hyo(b0s)] = (1/90) o (rohy)o (bos) 
= (hi9a)ohyo(tob) = (hy0a)o(hjo0) ob 
= (hy2a)o (4,00) pero hyt,h; € H 
Entonces, ; (HaxEb) = (Hab) 


y el producto (MaJ(Hb) está bien definido 


17, Demostrar: Todo grupo cociente de un grupo cíclico Y es cíclico. 


Sea H un subgrupo cualquiera (invariante) del grupo cíclico Y = (u, a, a?, ....., a”) y considérese el ho- 
momorfismo 
9>9/H: a > Hal 
Puesto que todo elemento de 9/H es de la forma Ha' para algún a! e Y y Hal = (Ha)! (demuéstrese), se sigue 
que todo elemento de $/H es potencia de b= Ha. Luego G/H es cíclico. 
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18. Demostrar: Todo grupo finito Y tiene al menos una serie de composición. 


(i) Supóngase que Y es simple: entonces 4, U es una serie de composición. 


(ii) Supóngase que Y no es simple; entonces existe un subgrupo invariante Y 4 9, U de Y, Si H es maximal 
en Y y U es maximal en H, entonces Y, H, U es una serie de composición. Supóngase que Ano es maxi- 
mal en 9 pero que U sí es maximal en A; hay entonces un subgrupo invariante K de 9 tal que /7 es sub- 
grupo invariante de K. Si K es maximal en Y y H es maximal en K, entonces Y, K, H, U es una serie de com- 
posición. Supóngase ahora que H es maximal en 9, pero que U no es maximal en H; existe entonces un 
subgrupo invariante J de H. Si J es maximal en A y U es maximal en J, entonces Y, H, J, U es una serie 
de composición. Supóngase ahora que H no es maxima! en Y y que U no es maximal en H; entonces ..... 
Como $ es finito, hay solamente un número finito de subgrupos y, por último, debe llegarse a una serie de 


composición. 
19. Considérense dos series de composición del grupo cíclico de orden 60: G = (u,a,a?,..., a): 
GH =tua,at,... 04), J=(ue,at,,.. a), K=(ua*,0% a, a), U= (u) 
y 
GM = tuya, ...,a%), N= (ua 09,0%), =(40%, UY 


Los grupos cocientes són: 
G/H=(H,Ha), HI =4J, Jay, II =4K,Ka3,Ka%),  K1U =4U, Ua"?, Uak, Da, Veis) 


G/M = (M,Ma,Ma?,,. MIN =(N,Na*,Na8, Na? Nal, N/P =4BP,Pa'5), P/U =(U,Uad; 


Entonces en la biyección 9/H «> N/P, H/3 + P/U, J/K => 9/M, K/U «» M/N, los grupos cocientes correspon- 
dientes son isomorfos por las aplicaciones 


HSoP JeU KoM USN 
Ha e Pais Jae Des Kat > Ma Val e Na? 
Kat + Ma? Las = Nas 
Va% > Na? 


Vat > Nan 


20. Demostrar: Sean Y un grupo de orden n = rp1, K un subgrupo de Y de orden rp y H un subgrupo 
invariante de orden r tanto de K como de Y. Entonces, Kes un subgrupo invariante de $ si, y solo 
si, P= K/H es subgrupo invariante de S =9/H. 

Sean g un elemento cualquiera de Y y K= (bj, ba, ... -+Dp) 
Supóngase que P es un subgrupo invariante de 5. Para Hg € S, se tiene 
(0) (Hg)P = PlHg) 


Así, pues, para todo Hb, P existe Hb, e P tal que 
1) (HglHb) = (HOMHZ) 


Además, (HgXHb,) = (Hb (Hg) = (HgJHb,) implica Hb, = Hb,. Entonces, 


(ii) Hb, = (Hg: NHbNHg) = g7* (Hb yg 
(iv) K= Hb, U Hb U >>> U Hb, =8"! Kg 
y 

(m gK= Kg 


Así, pues, K-es un subgrupo invariante de Y. 


Reciprocamente, supóngase que K es un Subgrupo invariante de 9. Entonces, con solo invertir los pasos 
anteriores, se concluye que Pes un subgrupo invariante de S. 
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22. 


23. 


GRUPOS [CAP. 9 


Demostrar: Sean H y K subgrupos invariantes de 9 con H subgrupo invariante de K y sean 
P= K/H y S = 9/H. Entonces los grupos cocientes S/P y Y/K son isomorfos. 


Sean n = rpt, rp. r los respectivos órdenes de 9, K, H. Entonces K es un subgrupo invariante de índice 1 
en Y y definiendo 


GIK = (Kc, Kéz Koi, ces 


Por el Teorema XXX, Pes un subgrupo invariante de S; así que P hace una partición de S en ( clases laterales 
de modo que se puede escribir 


SIP.” = ¡PHa,), Pai Plan , Ha;, es 
Pero los elementos de Y que constituyen el subgrupo K por la partición en clases laterales según H, forman P. 


De modo que cada c, se encuentra en una, y solo una, de las Hay. Por tanto, reordenando las clases de S/P si 
fuera necesario, podemos escribir 


SIP = (PiHey), PlHen, ..., PlHe)) 

La aplicación pedida es G/K <=>SIP: Ke, P(Ho) 

Demostrar: Sean H y K subgrupos invariantes maximales distintos de un grupo Y. Entonces, 
(a) D = HN Kes un subgrupo invariante de $ y (b) H/D es isomorfo a 9/K y K/D es isomorfo 
a 9/H. 


(a) Por el Teorema X, D es un subgrupo de 9. Como /1 y K son subgrupos invariantes de 9, tenemos para cada 
deD y todo ge9, 


g odegeH, gl odogeK yasí g'odogeD 
Así, pues, para todo ge 9, g"!Dg =D y D es un subgrupo invariante de Y. 


(6) Por el Teorema XXV, D es un subgrupo invariante de H y de K. Suponiendo 
10) H = DhiYDh¿U... U Dhy, 15H 
entonces, como K(Dh) = (KD), = Kh. (¿Por qué?) 
mí) KH = Eh UKhU... UKhy 


Por el Teorema XXVI, HK = KH es un subgrupo de 9. Entonces, como H'es un subgrupo propio de HK 
y, Por hipótesis, es un subgrupo invariante maximal de Y, se sigue que HK = Y. 


De (i) y (ii) se obtiene 
A/D =(Dh,, Dhy,...,Dhy) y  S/K=(Kh,, Khz... Kh,j 
Por la aplicación biyectiva 
Dh, <> Kh;, (=1,2,3,....1) 
(DRNDR) = Dihjoh) > K(h;oh) = (KkIKN) 
y H/D es isomorfo a 9/K. Se deja al lector la demostración de que K/D y 8/H son isomorfos. 


Demostrar: Para un grupo finito con distintas series de composición, todas las series son de igual 
longitud, es decir, tienen el mismo número de elementos. Además, los grupos cocientes para cua- 
lesquiera pares de series de composición pueden ponerse en correspondencia biunívoca de modo 
que los grupos cocientes correspondientes sean isomorfos. 


Sea (a) G Hp Ha Hai, H, = U 
(b) 6, Kp Ky Kg... K, = U 


dos series de composición distintas de Y. Ahora bien, el teorema es cierto para todo grupo de orden uno. Acep- 
temos que es cierto para todos los grupos de orden menor que el de Y. Consideramos dos casos: 


(i) H, = K,. Después de quitar Y de (a) y (+) quedan dos series de composición de A para las cuales, por hi- 
pótesis, el teorema se verifica. Desde Juego, también seguirá verificándose cuando 9 se pone en cada una. 
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25. 


27. 


28. 


29, 


3 


32. 


(i) Hi +4 K,. Escribase D=H, N K,. Como $/H, (también 9/K,) es simple y, por el Teorema XXXII1, 
es isomorfo a K,/D (también 9/K, es isomorfo a H,/D0) entonces K,/D (y también H,/D) es simple. Luego 
D es el subgrupo invariante maximal de ambos /1, y K, y asi Y tiene las series de composición 


da”) ODO DDD de Di U 
(6 GERDD Da Da 6. DU 


Si se escriben los grupos cocientes en el orden 
y G/H y HAD, D/Dy, D/Da, Delia +21 Dima /D, 
Ky/D, G/K,, DID,, D¡/Do, DelDg 000, Di-1/Do o 


los grupos cocientes correspondientes son isomorfos, es decir, 9/H, y K,/D, H,/Dy9/K,. D/D, y D/D,,.. 
son isomorfos. 


Pero por (i) los grupos cocientes definidos por (a) y (a”) [también por (6) y (b')], se pueden poner en corres- 
pondencia biunivoca o biyección, de modo que los grupos cocientes correspondientes sean isomorfos. sl, pues, 
los grupos cocientes definidos por (a) y (b) son isomorfos en cierto orden, como se requería. 


Problemas propuestos 


Cuáles de los siguientes conjuntos forman grupo con respecto a la operación que se indica: 
(a) S= (xi: xeZ. x<0): adición 
(b) S= [Sx: xe Z); adición 


(e) S= (xi xeZ. x es único); multiplicación 
(d) Las n raices:n-simas de 1; multiplicación 
(e) S=(-2. —1, 1. 2): multiplicación 
U) S=(1, —1, i, —i): multiplicación 


(g) El conjunto de clases residuales mm; adición 
(1) S= ([a]: [a] e Ziton). ta, m) = 15; multiplicación 
(1) S= (2: zeC, |=] = 1); multiplicación 

Resp. (a), (e), (e), no lo son. 


Demostrar que las clases residuales no nulas módulo p forman un grúpo con respecto a la multiplicación si, y 
solo si. p es primo. 


¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de Z/(13) forman grupo con respecto a la multiplicación: («) (17, [12])5 


(6) 4017, 21. 14).16], (87, 010). 012]); (0) (10, [5], 18). L2I)? — Resp. (a), (o). 


Considérese el sistema de coordenadas rectangulares en el espacio, Denótese 
por u. b. c, respectivamente, las rotaciones en sentido de las agujas del reloj 
de 180” en torno a los ejes X, Y. Z y por u la posición original. Completar 
la tabla adjunta para que se vea que fu.a.b,e) es un grupo, el grupo 
cuaternario de Klein 


Demostrar el Teorema III, página 83. 


Y como soluciones. 


Sugerencia: aTlox=u tiene x=a y x= (a 


Tabla 9-8 


Demostrar el Teorema IV, página 83. 


Sugerencia. Considérese (a=b)> (071047!) =as(bob7!)oar! 


Demostrar el Teorema V. página 83. 


Demostrar: a 


Completar la demostración del Teorema VI, página 83. 
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Demostrar los Teoremas 1X y XI de la página 84 y el Teorema XIV de la página 85. 
Demostrar: "Todo subgrupo Y” de un grupo Y tiene e] elemento neutro u de Y, como elemento neutro. 
Enumerar todos los subgrupos propios del grupo aditivo Z/(18). 

Sean Y un grupo con respecto a « y a un elemento cualquiera de $. Demostrar que 


H=(x:x09, x0a=0»x) 
es un subgrupo de Y. 


Demostrar: Todo subgrupo propio de un grupo abeliano es abeliano. Estabiecer la recíproca y demostrar con 
un ejemplo que es falsa, 


Demostrar: El orden de ae Y es ei orden del subgrupo cíclico generado por a. 


Averiguar el orden de los elementos (a) (123), (b) (1432), (c) (12X34) de Sa. 
Resp. (a) 3, (b) 4, (c) 2. 


Verificar que el subconjunto 4, de todas las permutaciones pares de S, forma un subgrupo de S,. Demostrar que 
cada elemento de 4, deja invariante el polinomio del Problema 12, Capítulo 2, página 27. 


Demostrar que el conjunto (x: xeZ, 5] x) es un subgrupo del grupo aditivo Z. 


Formar una tabla de operación para investigar si (1), (12134), (13)(24), (14)(23) es un grupo de permutación 
regular de cuatro símbolos. 


Determinar el subconjunto de S, que deja (a) el elemento 2 invariante, (6) los elementos 2 y 4 invariantes, 
lc) xyxz + x3x4 invariante, (d) x,x7 + x3 + X4 invariante. 


Resp. (a) ((1),(13), (14), (34), (134), (143)) (e) 411),(12), 134), (1234), (13124), (141(23), (1423), (1324)) 
(0) (1,013) (d) (11), 612), 134), (121(34)) 


Demostrar la segunda parte del Teorema XV, página 86. Sugerencia: emplear [m] — a”. 
Demostrar que el grupo cuaternario de Klein es isomorfo al subgrupo P = ((1), (12)(34),(13)(24),(14)(23)) de Sa. 
Demostrar que el grupo dei Ejemplo 7 es isomorfo al grupo de permutación 


P= (1), (12)(351(46), (14)(251(36), (13)(26)(45), (156)(243), (1651(234)) 
de seis símbolos. 


Demostrar que los elementos no nulos de Z/(13), con respecto a la multiplicación, forman un grupo cíclico iso- 
morfo al grupo aditivo Z/(12). Hallar todos los isomorfismos entre los dos grupos. 


Demostrar: - Los únicos grupos de orden 4 son el grupo cíclico de orden 4 y el grupo cuaternario de Klein. 
Sugerencia: Y = fu, a, b, c) o bien tiene un elemento de orden 4 o todos sus elementos excepto y tienen orden 2. 
En el último caso, a» b +, b,u por las leyes de cancelación. 


Sea S un subgrupo de un grupo Y y defínase T = (x! xe Y, Sx = x5). Demostrar que Tes un subgrupo de Y. 


Demostrar: Dos clases a la derecha Ha y Hb según un subgrupo H de un grupo Y son idénticas si, y 
solo si, ab”! € H. 


Demostrar: a € Hb implica Ha = Hb donde H es un subgrupo de Y y a,be Y. 
Enumerar todas las clases del subgrupo ((1), (12)(34)] en el grupo octal. 


Formar la tabla de operación para el grupo simétrico 5; de tres símbolos. Enumerar sus subgrupos propios y 
obtener las clases a la derecha y a la izquierda para cada uno. ¿Es Sy simple? 


Obtener el grupo simétrico del Problema 53 utilizando las propiedades de simetría de un triángulo equilátero. 
Obtener el subgrupo (u, p?, a?, 1%) de S, utilizando las propiedades de simetría de un rectángulo (no cuadrado). 
Obtener el grupo alternante A, de Sa utilizando las propiedades de simetría del tetracdro regular, 


Demostrar el Teorema XXV. página 89. 
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58. Demostrar que K = (u, p?, a?, 1?) es un subgrupo invariante de S¿. Obtener S¿/K y escribir completo el homo- 
morfismo Sy => S¿/K: x > Kx. 


Respuesta parcial, U—=K, (12) => K(12), (13) => K(13), + (24) => K(13), (34) — K(12), 


Utilizar Ks= (u, p?, 0”, 12), subgrupo invariante de S¿ y H = (u, 0”), subgrupo invariante de K, para demos- 
trar que un subgrupo invariante propio de un subgrupo invariante propio de un grupo Y no es necesariamente 
un subgrupo invariante de $. 


Demostrar: El grupo aditivo Z/(m) es un grupo cociente del grupo aditivo Z. 
Demostrar: Si H.es un subgrupo invariante de un grupo $, el grupo cociente 4/H es ciclico si el indice de Hen Y 
es primo. 


(D,p 0,72 > u 
apa 
apra 
se que el subconjunto de A, que se aplica sobre el elemento neutro de Y es un subgrupo invariante de As. 


Demostrar que la aplicación | define un homomorfismo de 4, sobre 9 = (u, a, a?). Nóte- 


Demostrar: En un homomorfismo de un grupo Y sobre un grupo 9”, sea H1 el conjunto de todos los elementos 
de Y que se aplican en u'e 9”, Entonces el grupo cociente de 9/H es isomorío a Y”. 


Establecer un homomorfismo del grupo octal sobre (ua). 


Si H = (u,a, a?) y K= (u, P, P?) son subgrupos de S,, demostrar*que HK + K11. Utilizar HK y KH para ve 
rificar que, en general, el producto de dos subgrupos de un grupo Y no es un subgrupo de Y. 


Demostrar: Si H= (hy, hy, 
invariante, entonces (a) HK = 


hh) y K= (bj, bz, . .., b,) son subgrupos de un grupo Y y uno de ellos es 
'H, (b) HK es un subgrupo de 9. 


Demostrar: Si H y K son subgrupos invariantes de 9, también lo es HIK. 


Sean $-con operación de grupo « y elemento neutro u, y 9' con operación de grupo > y elemento neutro u' 
dos grupos dados y fórmese 


J=9x8' 


(2): ge, g eS”) 
Definase el «producto» de pares de elementos (g, g'), (h. 1") € J por 
(0) (6,2), 4) = (09h, g ah) 


(a) Demostrar que J es un grupo respecto de la operación definida en (i). 
(6) Demostrar que S = ((g,u'):g€ 9) y T= [(u,g'):g'€9'] son subgrupos de J. 
(e) Demostrar que las aplicaciones 


59: (8u)>8 y T-9 (8 )>g 


son isomorfismos. 


Para 9 y 9' del Problema 68, definase U = [u) y U' = fu"). Asimismo, $ = Y x U'y Y = U x Y. Demostrar: 
(a) 4 y 3' son subgrupos invariantes de J. 

(6) 1/3 es isomorfo a Ux8'y JG'2a gx U. 

(c) 4 y $" tienen solamente (u, u') en común. 

(d) Todo elemento de Y conmuta con todo elemento de $”. 


(e) Todo elemento de J se puede expresar de manera única como producto de un elemento de $4 por un ele- 
mento de $”. 


Demostrar que Sa, Ay, ju, p?, a?. 12), fu, 07). U es una serie de composición de S,. Hallar otra además de la del 
Ejemplo 13(b), página 90. 
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Para el grupo cíclico $ de orden 36 generado por a: 


(i) Demostrar que a?,a?.a*,a*,a”.al?. a'*, generan subgrupos invariamtes Ga. Gia, So. Gor Gas Ip Ga, 
respectivamente, de Y. 


(úl) 9, 9,4: So, 9, Ues una seric de composición de Y. Hay seis series de composición de Y en total; enumérense. 
Demostrar el Teorema XXXII. página 91. 


Escribir la tabla de operación para mostrar que O = (1, =1, 4, —4,j:—J,k, —k) con ¡ 
ii=k= jj —kj.ki == —ik forma un grupo. 


Demostrar: Un grupo no conmutativo $ con operación de grupo - tiene al menos seis elementos. 


Sugerencia: (1) Y tiene a lo menos 3 elementos: el neutro, u, y dos elementos, a y b, que no conmutan. 


(2) $ tiene por lo menos 5 elementos: u, a, h. a = b, ba. Supóngase que tiene solo 4. Entonces 
a=b + b=a implica que a=b o bien ba deben ser iguales a uno de los u, a, b. 
(3) $ tiene al menos 6 elementos u, a, b,a=b,b>a y o bien a? o bien asboa. 


Construir las tablas de operación para cada uno de los grupos no conmutativos de 6 elementos. 


Considérese S = (u,a,a?,a*, b,ab,a*b,a*b) con a* = u. Verificar: 

(a) Sib? = u, entonces o bien ba = ab o bien ba = a*b. Escríbanse las tablas de operación Ag cuando ba = ab 
y D, cuando ba = a*b de los grupos que resultan, 

(b) Si B? =a o 5? = a, los grupos que resultan son isomorfos 4 Cy, el grupo cíclico de orden 8. 


(e) Si 6? = a?, entonces o bien ba = ab o bien ba = ab, Escríbanse las tablas de operación Aj cuando ba = ab 
y Qs cuando ba =a%b. 


(d) As y Aj son isomorfos. 

(e) Dy es isomorfo al grupo octal. 

(/) Qs es isomorfo al grupo O (cuaternio) del Problema 73. 
(8) Qs tiene solamente una serie de composición. 


Obtener otro par de series de composición del grupo del Problema 19; establecer una biyección entre los grupos 
cocientes y escribir las aplicaciones por las que grupos cocientes correspondientes son isomor(os. 


ANILLOS 


Capítulo 10 


Anillos 


Se dice que un conjunto no vacío 2 forma anillo con respecto a las operaciones binarias de adi- 
ción (+) y multiplicación (+), si para cualesquiera a, b, ce A se verifican las siguientes propiedades: 


Py: (a+ b+c=a+(b+c) (ley asociativa de la adición) 


Po: a+b=b+a (ley conmutativa de la adición) 


P,: Existe un zeR tal quea+z=a 


(existencia de un neutro aditivo (el cero) 


P,: Para todo a €R existe —a e tal que a+ (-a)=z 


(existencia de simétricos aditivos) 


Py: (a:b)=c=a-*(b"c) (ley asociativa de la multiplicación) 


Ps: a-(b+c)=a-:b+arc 
P: (6+ 


Ejemplo 1: 


Ejemplo 2: 


Ejemplo 3: 


(leyes distributivas) 
ej a=bra+cra 


Dado que las propiedades enumeradas son solo unas cuantas de las propiedades comunes 
a Z,Q.R y C dotados de la adición y multiplicación ordinarias, se sigue que estos sistemas 
son ejemplos de anillos. 


El conjunto S = (x + y/3 + 2/9: x.y, 2€ 0) es un anillo con respecto a la adición y 
multiplicación en R. Para probar esto, primero se demuestra que S es cerrado con respecto 
a estas operaciones. Se tiene para > 
a+bV3+cV8, d+eV3+fV5 € S, 
: A y 3 

(a+ 0VE+ Vo) + (d+ VIH VI) = (a+ + (0+0VE + (c+ AVI ES 

y 
a 
(a + 5/3 + c Vga + eV3 + [V8) = (ad+3Df + 3ec) + (ae + bd +30V3 
- (af + be +0d)V3 € $ 

Se ve en seguida que se cumplen P), Pa, Ps-P, puesto que $ es un subconjunto del anillo R. 
Por último, 0 = 0 + 0/3 + 0,/9 da cumplimiento a P, y para cada x + 9/3 +2/9€5, 


existe —x — 1/3 — 2/96. lo cual cumple Pa. Asi, pues, S tiene todos los requisitos 
de un anillo. 


(a) El conjunto $ = fu, b) con adición y multiplicación definidas por las tablas 


+]oa > NA 

alasó y ala a 

blo. AS 
es un anillo. 

(6) El conjunto T= (a, b.c, d) con adición y multiplicación definidas por 
+ja bo ed spas bed 
alatre Y ao e Ra 
al. e €. y bla bo 0.» 
ele do. > E 
dla e A 

es un anillo, 
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Para estos anillos el elemento cero es a y cada elemento es su propio simétrico aditivo. 
Véanse también Problemas 1-3. 


En los Ejemplos 1 y 2 las operaciones binarias en los anillos (las operaciones de anillo) coinciden 
con la adición y multiplicación ordinarias 'en los distintos sistemas numéricos que intervienen; en el 
Ejemplo 3 carecen de significado fuera de las tablas dadas. En este ejemplo no puede haber confusión 
por el uso de símbolos familiares para denotar las operaciones de anillo. Sin embargo, cuando hay po- 
sibilidad de confusión, emplearemos los signos €) y O para indicar las operaciones de anillo, 


Ejemplo 4: Considérese el conjunto de los números racionales Q. Es claro que (9) como adición y (O) 
como multiplicación definidas por 


aBb=a'b y a0b=a+b para cualesquiera u,be Q 


donde + y - son la adición y multiplicación ordinarias con números racionales, son opera- 
ciones binarias sobre Q. Y se ve que P,, P, y Ps se verifican de inmediato; asimismo, se ve- 
rífica P, con z = 1. Demuestre el lector que Pa, Pg y P, no se verifican y que, por tanto, Q 
no es anillo con respecto a Y y O. 


PROPIEDADES DE LOS ANILLOS 


Las propiedades elementales de los anillos son análogas a las de Z, que no dependen ni de la ley 
conmutativa de la multiplicación ni de la existencia de un neutro multiplicativo. Anotamos algunas 
de estas propiedades: 


(i) Todo anillo es un grupo aditivo abeliano. 


(li) Existe un elemento neutro aditivo único, z (el cero del anillo). 
Véase Teorema III, Capítulo 2, página 20. 


(iii) Cada elemento tiene un simétrico aditivo único (el opuesto de dicho elemento). 
Véase Teorema IV, Capítulo 2, página 20. 


(iv) Se cumple la ley de cancelación para la adición. 
(Y) —(=a)=a, —(a+b)= (a) + (-b) para cualesquiera a, 6 del anillo. 
AN Para demostración, véase Problema 4. 


(vii) a-(=b)= —(ab) = (-a)-b. 


SUBANILLOS 


Sea un anillo 2. Un subconjunto no vacío S del conjunto 2, que sea a su vez anillo respecto de 
las operaciones binarias de 2, se dice subanillo de R. Si S es un subanillo de un anillo %, es evidente 
que S es subgrupo del grupo aditivo %. 


Ejemplo 5: (a) Del Ejemplo 1 se sigue que Z es un subanillo de los anillos Q, R, C; que Q es un subanillo 
de R,C, y que R es un subanillo de C. 
(b) En el Ejemplo 2, S es un subanillo de R. 


(c) EnelEjemplo 3(6), 7, = (a), 7, = (a, b) son subanillos de T. ¿Porqué noes T, = (a,b,c) 
subanillo de 7? 


Los subanillos (z) y 2 mismo de un anillo 2 se dicen impropios, otros subanillos, si los hay en 2, 
se llaman propios. 
Se deja al lector la demostración del 


Teorema 1. Sea 2 un anillo y sea S un subconjunto propio del conjunto 2. S es entonces un subani- 
llo de 2 si, y solo si, 


(a) $ es cerrado respecto a las operaciones del anillo, 


(6) para todo aeS se tiene —aeS. 


, 
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TIPOS DE ANILLOS 


Un anillo en que la multiplicación sea conmutativa se llama anillo conmutativo. 
Ejemplo 6: Los anillos de los Ejemplos 1, 2, 3(a) son conmutativos; el del Ejemplo 3(b) no es conmuta- 
tivo, esto es b=c=a, pero c:b=<c. 
Un anillo dotado de elemento neutro multiplicativo (elemento unidad) se llama anillo unitario. 


Ejemplo 7: Para cada uno de los anillos de los Ejemplos 1 y 2 la unidad es 1. La unidad del anillo del 
Ejemplo 3(a) es b; el anillo del Ejemplo 3(b) carece de unidad. 


Sea 2 un anillo con unidad u. u es entonces su propio simétrico multiplicativo (u"* = 1), pero 
otros elementos no nulos de 2 pueden o no tener simétricos multiplicativos. Ahora bien, cuando los 
simétricos multiplicativos existen, son únicos. 


Ejemplo 8: (a) El anillo del Problema 1 es un anillo no conmutativo sin unidad, 
(b) El anillo del Problema 2 es un anillo conmutativo con unidad u = h. Aquí los clemen- 


tos no nulos b, e, f no tienen simétricos multiplicativos; los simétricos de c, d, g. h son 
8, d, c, h, respectivamente. 


(ce) El anillo del Problema 3 tiene como unidad el u = (1, 0,0, 1). (Demuéstrese.) Como 
(1, 0, 1,0)(0, 0, 0, 1) = (0, 0, O, 0) mientras que (0, 0, 0, 1)(1, 0, 1,0) = (0, 0, 1, 0), el anillo 
es no conmutativo. La existencia de simétricos multiplicativos se estudia en el Problema 5. 


CARACTERISTICA 
Sea 2 un anillo con elemento cero z y supóngase que existe un entero positivo n tal que na = 


4+a+a+-*-: + a= zparatodo a e 2. El menor entero positivo 1 con tal propiedad se llama carac- 
terística de %. Si no existe un entero semejante, se dice que 2 tiene característica cero. 


Ejemplo 9: (a) Los anillos Z, O. R, C tienen característica cero, pues para estos anillos na = na. 


, el cero del anillo, y la 


(b) En el Problema 1 se tiene a+a=b4+b=>">=h+h= 
característica es entonces dos, 


(c) El anillo del Problema 2 tiene característica cuatro. 


DIVISORES DE CERO 


Sea %R un anillo con elemento cero z. Se dice que un elemento a + z de % es un divisor de cero, 
si existe un elemento b + z de % tal que a:b=z 0 bien bra=z. 


Ejemplo 10: (a) Los anillos Z, Q. R, C no tienen divisores de cero, es decir, en cada sistema ub = 0 im- 
plica siempre o bien a=0 o bien b=0. 


(6) Para el anillo del Problema 3 se vio en el Ejemplo 8(c) que (1,0, 1,0) y (0,0,0,1) 
son divisores de cero. 


El anillo del Problema 2 tiene divisores de cero porque b-e = a. Hallar todos los divi- 
sores de cero de este anillo. 


(e 


HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS 


Un homomorfismo (isomorfismo) del grupo aditivo de un anillo 2 en (sobre) el grupo aditivo de 
un anillo 2” que preserva también la segunda operación, la multiplicación, se llama homomorfismo 
(isomorfismo) de R en (sobre) 2”. 


Ejemplo 11:  Considérese el anillo 9 = (a, b, e, d) con tablas de adición y multiplicación 
, 
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=$ a b e d 3 a b e d 
a D e d a a a a a 
b a d e b a b e d 
ne a E e TA q y 
d e b a d a d b e 
y el anillo tp, a. r.s) con tablas de adición y multiplicación 
A ca MERGE: 
Pd pls_». ro 4q 
E apo a. ros 
1 AUR po liealeiso 
A E AE OS 7 


La biyccción 
aorbog cos dop 
aplica 2 sobre %* (también 92! sobre 2) preservando las operaciones binarias; por ejemplo, 
d=b+co o q+9 =p 
b=edo 
Así que 2 y 9" son anillos isomorfos. 


=4q, ete 


Utilizando los anillos isomorfos R y 2R' del Ejemplo 11, es fácil verificar el 


Teorema HL. En todo isomorfismo de un anillo % sobre un anillo 2”: 
(a) si z es el cero de % y 2' es el cero de 9, se tiene 22. 
(6) si RO %R': asa, entonces —ao a. 
(e) si. es la unidad de R y u' es la unidad de 2”, se tiene uu. 
(d) si R es un anillo conmutativo, también lo es 2. 


IDEALES 


Sea R un anillo con elemento cero z. Un subgrupo S de 2 que tiene la propiedad de que r:x eS 
(xr €S) para todo x eS y r €, se llama ideal a la izquierda (derecha) de R. Es claro que (z) y 
R mismo son ambos ideales a izquierda y a derecha de 2; se les llama ideales impropios a la izquierda 
(derecha) de R. Todos los demás ideales a la izquierda (derecha) de 2?, si los hay, se llaman ideales 
propios. 

Un subgrupo 4 de R que es ideal a la izquierda y a la derecha de 2, es decir, tal que para todo 
xes yreR se tiene r.xeSf y xoref, se llama ideal (subanillo invariante) de R. Es claro que 
todo ideal a la izquierda (derecha) de un anillo conmutativo 2 es un ideal de R. 

Para todo anillo 2, los ideales (2) y 2 mismo se llaman ideales impropios de 2, como ya se dijo, 
y todos los demás ideales de % se dicen propios. Un anillo que carece de ideales propios se llama anillo 
simple. A 

Ejemplo 12: (a) Para el anillo S del Problema 1, (a, b, c, d) es un ideal propio a la derecha de S (examí- 
nense las primeras cuatro filas de la tabla de multiplicación), pero no es ideal a la izquier- 
da (examínense las primeras cuatro columnas de la misma tabla). Los ideales propios 
de S son [a,c), (a, e), (a, g) y ([a,c,e, 8). 

En el anillo conmutativo Z, el subgrupo P de todos los múltiplos enteros de cualquier 
entero p es un ideal de Z. 


(6) 


le 


Para cualesquiera a, b e Q dados, el subgrupo J = ((ar, br, as, 65] 
a la izquierda del anillo M del Problema 3 y K = ((ar, as, br, bs): 
la derecha de M porque para cualesquiera (m,n, p, q) € M, 


r,s € Q) es un ideal 
se Q) es un ideal a 


(m,n, p, 9) + (ar, br,as,bs) = (a(mr+n8), b(mr +19), alpr +0), b(pr+ qs)) € y 
y 
(ar,as, br, bs)+(m,n, p, q) = (a(mr + ps), a(nr + 95), b(mr + ps), b(nr +98) € K 
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El Ejemplo 12(b) ilustra el 


Teorema III. Si pes un clemento cualquiera de un anillo conmutativo %, entonces P = (p+r:r €R) 
es un ideal de %. 
Para una demostración, véase Problema 9. 


En el Ejemplo 12(a), cada elemento x del ideal a la izquierda (a, c, e, g) tiene la propiedad de ser 
un elemento de S para el cual »» x = a, el elemento cero de $. para todo r € S. Esto ilustra el 


Teorema 1V. Sea %R un anillo con elemento cero 7; entonces 
T=(xix e%, rox=z (x=r=2) para todo r eR) 
es un ideal a la izquierda (derecha) de %. 


Sea P, O, S,T,... una clase cualquiera de ideales de un anillo R y defínase 4 = PNQNS 
MT NM :-*. Como cada ideal de la clase es un grupo aditivo abeliano, entonces por el Teorema X, 
Capítulo 9, página 84, también lo es .4. Además, para todo x e.% yr €%,los productos x*r y r*x 
pertenecen a cada ideal de la clase y, por tanto, a 4. Hemos demostrado el 


Teorema V. La intersección de cualesquicra ideales de un anillo es un idea! del anillo. 


En el Problema 10 se demuestra 


Teorema VI. En todo homomorfismo de un anillo % sobre otro anillo 2”, el conjunto S de elemen- 
tos de % que se aplican sobre z', el elemento cero de 2", es un ideal de %. 


Ejemplo 13: Considérese el anillo G = la + bi: a,be Z) del Problema 8. 

(a) El conjunto de clases residuales módulo 2 de G es H = [0]. [1], [1]. [1 + 1]). (Nóte- 
se que | — ¿=1 4 ¡(mod 2).) De las tablas de operación para adición y multiplicación 
módulo 2, resulta que H es anillo conmutativo unitario; así, pues, // tiene divisores de 
cero aunque G no los tenga, 


La aplicación G — H: g > [g] es un homomorfismo en el cual S= (28: ge G). 
ideal de G, se aplica sobre [0], el elemento cero de H 


(bh 


El conjunto de clases residuales módulo 3 de G es 


X = (0), 1, 14.12. 2), +1, 2+4, 1142), (2+2)) 


Se puede demostrar como en (a) que K es un anillo conmutativo unitario, pero que no 
tiene divisores de cero. 


IDEALES PRINCIPALES 


Sea % un anillo y K un ideal u la derecha de % con la propiedad además 
K= la: 


r e%, a es un elemento dado de K) 


Se dirá entonces que K es un ideal principal a la derecha de R y que es generado por el elemento a de K. 
Análogamente se definen los ideales principales a la izquierda y los ideales principales. 


Ejemplo 14: (a). En el anillo $ del Problema 1 el subanillo (a, g) es un ideal principal a la derecha de S 
generado por el clemento g (véase la fla de la tabla de multiplicación opuesta a g). Como 
r=g = a para todo r € S (véase la columna de la tabla de multiplicación encabezada 8), 
a, g) no es ideal principal a la izquierda y, por tanto, no es ideal principal de S. 


En cl anillo conmutativo $ del Problema 2 el ideal fa, b. e. f) de S es un ideal principal 
y se le puede considerar como generado por b, o por /. 


(e) En el anillo S del Problema 1 el ideal a la derecha [a, b,c, d) de S no €s ideal principal 
a la derecha, pues no puede ser generado por ninguno de sus elementos. 


10 


(d) Para cualquier me Z. J = (mx: xe Z| es ideal principal de Z. 
> 
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En el anillo Z, considérese el ideal principal K generado por el elemento 12. Es claro que K también 
es generado por el elemento —12. Como K no puede ser generado por ningún otro de sus elementos, 
defínase como ideal principal generado por 12. El generador 12 de K, además de ser un elemento de 
K, es también elemento de cada uno de los ideales principales: A generado por 6, B generado por 4, 
C generado por 3, D generado por 2 y Z mismo. Ahora bien, KC A, KCB,KCC,KCD,KCZ; 
además, 12 no pertenece a ningún otro ideal principal de Z. Así que K es la intersección de todos los 
ideales principales de Z que tienen a 12 entre sus elementos. 

Se deduce de inmediato que cualquier ideal principal de Z generado por el entero m está conte- 
nido en todo ideal principal de Z generado por un factor de m. En particular, si m es primo, el único 
ideal principal de Z que contiene propiamente al ideal principal generado por m es Z. 

Todo anillo 2 tiene al menos un idea! principal, a saber, el ideal nulo (z) donde z es el elemento 
cero de 2. Todo anillo unitario tiene por lo menos dos ideales principales, a saber, (2) y el ideal 2 ge- 
nerado por la unidad. 

Sea 2 un anillo conmutativo. Si todo ideal de 2 es ideal principal, se dirá que 2 es un anillo ideal 
principal. Por ejemplo, considérese cualquier ideal 4 + (0) en el anillo de los enteros Z. Sia + 0 eS 
también lo es —a. Luego 4 contiene enteros positivos y como Z* es bien ordenado, contiene un en- 
tero positivo mínimo, sea e. Para cualquier hb € 4 se tiene por el algoritmo de la división del Capítulo 5, 


página 50, 
b=e-q+r, gr eZ, O<r<e 


Pero e*q eS; luego r = 0 y b=.e-q. Así, pues, 4 es un ideal principal de Z y hemos demostra- 
do que 
El anillo Z es un anillo ideal principal 


IDEALES PRIMOS Y MAXIMALES 


Se dice que un ideal .4 de un anillo conmutativo % es un ideal primo, si para elementos cualesquie- 
ra r,s de R, r=se 4 implica re 4 o bien se %. 
Ejemplo 15: En el anillo Z, 


(a) El ideal J = (7r: re Z), que también se escribe J = (7), es un ideal primo porque si 
a*beJ o bien 7|a o bien 7| 6; con lo que aeJ o beJ. 


(6) Elideal K= (14r: re Z) o K= (14) no es ideal primo pues por ejemplo, 28 =4+7€ K 
pero ni 4 ni 7 están en K. 
El Ejemplo 15 ilustra el 
Teorema VIL En el anillo Z un ideal propio 4 = (mr: r € Z,m + 0) es un ideal primo si, y sola- 
mente si, m es un entero primo. 
Un ideal propio 4 de un anillo conmutativo 2 se dice maximal si no hay en 2 ningún ideal propio 
que contenga propiamente a 4. 


Ejemplo 16: (a) Elideal J del Ejemplo 15 es un ideal maxima! de Z, puesto que el único ideal de Z que con- 
tiene propiamente a J es Z mismo. 


(6) El ideal K del Ejemplo 15 no es ideal maxima! porque K está contenido propiamente en J 
que, a su vez, está contenido propiamente en Z. 


ANILLOS COCIENTES 
Como el grupo aditivo de un anillo 2 es abeliano, todos sus subgrupos son subgrupos invariantes. 


Asi que cualquier ideal 4 del anillo es un subgrupo invariante del grupo aditivo % y el grupo cociente 
BIS =(r + 4: r €R) es el conjunto de todas las clases laterales distintas de 4 en F. 
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(Nota. Elempleo de r + 4 en vez del familiar r.4 para una clase lateral es en cierto sentido inne- 
cesario porque, por definición, 14 = (ro a: a €.4) y la operación es aquí la adición. Sin embargo, 
la usaremos.) En la sección Grupos cocientes del Capítulo 9, página 88, la adición (+) sobre las clases 
laterales (de un grupo aditivo) fue bien definida por 


M4) DAI) = (A) AS 
Definimos ahora la multiplicación (+) sobre las clases laterales por 
A+I) DAS) <= (¿AS 


y demostramos que también está bien definida. Para ello supóngase que x' = x + s y y' = y + t son 
elementos del grupo aditivo 2 tales que x' + 4 y y" + W4 son otras representaciones dex + 4 yy + Y, 
respectivamente. De 


XRHI SW (ES) AI (RI) A SI) 04 
se sigue que s (y análogamente que 1) e.%. Entonces, 
RITO) (AI (y) + (a) + (sc) + (5049 = (009) 4 9 


puesto que x*t, 5* y, s*te 4 y la multiplicación está bien definida. (Hemos seguido llamando clase 
lateral a x + 4; en la teoría de anillos se la llama clase residual de 4 en el anillo 2.) 


Ejemplo 17: Considérese el ideal 4 = (3r: re Z) del anillo Z en el grupo cociente Z/% = (4,144, 
2. + 4). Es claro que los elementos de Z/4 son simplemente las clases residuales de Z/(3) 
y asi, pues, constituyen un anillo con respecto a la adición y multiplicación módulo 3. 


El Ejemplo 17 ilustra el 


Teorema VII. Si 4 es un ideal de un anillo %, el grupo cociente 2/.4 es un anillo con respecto a la 
adición o multiplicación de clases laterales (clases residuales) según se acaban de definir. 


Es costumbre designar este anillo por 2/4 y llamarlo anillo cociente o anillo factor de R con respec- 
toas. 


De las definiciones de adición y multiplicación de clases residuales se sigue que 
La aplicación 2—=R/%: a=>a + 4 es un homomorfismo de % sobre 2/4. 
(b) .4 es el elemento cero del anillo 2/4. 
(c) Si % es un anillo conmutativo, también lo es 2/.4. 
(d) Si R tiene elemento unidad u, también lo tiene R/4 y es u+ %. 
(e) Si R carece de divisores de cero, 2/4 puede-o no tener divisores de cero. Pues, si bien 
(4) (04) = 0 4 IZ 
indica que a*b €.%, no implica necesariamente que a e% o que b €%. 


(a, 


ANILLOS EUCLIDIANOS 


En el capítulo siguiente trataremos de varios tipos de anillos; por ejemplo, de los anillos conmu- 
tativos, anillos unitarios, anillos sin divisores de cero, anillos conmutativos unitarios, ...., que se ob- 
tienen añadiendo a las propiedades fundamentales del anillo una o más propiedades suplementarias 
(véase página 71) de 2. Hay otros tipos de anillos y vamos a terminar este capítulo con un breve estu- 
dio de uno de esos tipos que es de los anillos euclidianos: 


Se llama anillo euclidiano cualquier anillo conmutativo 2 que tiene la propiedad de que a 
cada x e R se le puede asignar un entero no negativo 0(x) tal que 
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Se deduce también 


() 
(ii) 
(ii) 


Ejemplo 18: Z es un anillo euclidiano. Se ve fácilmente poniendo 0(x) = |x| para todo x.€ Z. 


0(x)=0'si, y solo si, x ==, el elemento cero de %. 
Ox y) =0(x) six y +2 


ANILLOS 


Para todo x ER Y y+z c%R, 


x=y"q+r 


qur ER, 0=<0(r)< 0(y) 


Teorema IX Todo anillo euclidiano 2 es un anillo ideal principal. 


Teorema X. 


3. 


Todo anillo euclidiano es unitario. 


Problemas resueltos 


El conjunto S = fa, b,c,d,e,f, 


[CAP. 10 


Véase también Problema 12. 


', hy con adición y multiplicación definidas por 


+ | 45 blenela 1d eo Lali rot si Jiraellicós aegieadr ales Lp qe id 
a a b e d e fu h a a a a a a a a a 
EA RE A Eon qe E AO ple y 
o ls y ed: Ea do CE E E 
NO AOS A El “ia € € E E E 
A E A E | E 4 A a E 
NA E E Pla A E E 
an |.9 kh LaS, 13 DD o 
RR y A IIA ela me 4 5. 4 4 4 


es un anillo. La verificación exhaustiva de que se cumplen P, y P3-P,, página 101, es una tarea con- 
El elemento cero 


siderable, pero se encarece al lector hacer unas cuantas comprobaciones saltonas. 
es a y cada elemento es su propio simétrico aditivo. 


El conjunto S del Problema 1 con adición y multiplicación definidas por 


a is E e celo! GATA Mins qu Agr 
ale a e A OA a Parras Daiana e 
Pa dl e ali bl 15% 600 de bis ab Sel a 10 
da MA ad O lia 7 O a a 
q A aa Quo q a MATEO PEI 0 
EMO PAGS de is eo eja ace e . a. e. 
A o e flia e. fa e, 8 
Pl do rd e en ici decos dar aa der 
E E O SUN bla do di diga 1h 


es un anillo. ¿Cuál es el elemento cero? Hallar el simétrico aditivo de cada elemento. 


Demostrar: El conjunto M= ((a, b, e. d): a,b. c, de Q) con adición y multiplicación definidas por 


(a,b,c,d) + (e,f,9,h) = (a+e,b+f,c+9,d+h) 


(a,b,c,d)(e,f,9,h) = (ae+bg, af + bh, ce +dg, cf + dh) 
para todo (a, b,c,d), (e,f,g,h) € M- es un anillo. 
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Las leyes asociativa y conmutativa para la adición en el anillo son consecuencias inmediatas de las asociati- 
va y conmutativa de la adición en Q. El elemento cero de Mes (0, 0, 0, 0) y el simétrico aditivo de (a, 6, c, d) es 
(=a, —b, —c, —d) € M. La ley asociativa para la multiplicación en el anillo se verifica como sigue: 


[(a, 5,0, dle, £, 9,1)](,Í,k,0) 

((ae + bgdi+ (af +bh)k, (ac +bg)j + (af +bñ)L, (co +dg)i+ (cf +dh)k, (co +dg) + (cf + dh)l) 
(atei+ /£) + D(gi+ MR), alej+ 70 + dloj+ AD, clei+ fk) + dlgi+ Ro, olej +0 + d(oj+ ab) 
(a,d,c,dllei+fk, cj+fl, gi+hk, gj+ 0) 

(a,b,c,d)[(e, f,9. A), 3,k, 29 

para todo. (a,b,c,d).(e,f,9,.0, (6, 3,k,D € Mo 


Los cálculos que se requieren para verificar las leyes distributivas se dejan al cuidado del lector. 


4. Demostrar: Si 2 es un anillo con elemento cero z, entonces para todo a €%R,a*z=2*4d=z. 
Como a + 2 =a, se sigue que 


asa=(a+za=(a:a) +20 


Como a*a = (a*a) +=; entonces, (a-a) +=-a= (a*a) + =. Y utilizando la ley de cancelación, tenemos. 
2>a= 2. Análogamente, a-a=4d(a+2)=0ra+arzya2=z 


5. Investigar la posibilidad de que existan simétricos multiplicativos de elementos del anillo M del 
Problema 3. 
Para cualquier elemento (a, b, c, d) + (0, 0,0,0) de M hágase de 
(a,b,c,dl(p,q,r,s) = (ap + br, aq+bs, cp + dr, cq+ds) = (1,0,0,1) 

la unidad de M y examínense las ecuaciones 

> ap +br= 1 Ps 

49 e +dr=0 hs 
en cuanto a soluciones P, q, 7.5. 


" 


«Por (i) se tiene tud — bc)p = d, así que siempre que ad — bc +40, p = dE 


mente, por li) se tiene que q= 7, Y 3= ¿7 G Se'“deduce que: solamente aquellos elenientos 
(a.b,c,d) e M para los que ad — be 4 0, poseen simétricos multiplicativos. 


6. Demostrar que P= [(a,b,—b, a): a,b €Z) con adición y multiplicación definidas por 
(a,b,—b,a) + (c,d,—d,c) = (0+c,b+d,—b-d,a+c) 
y (a,b,—b,a)(c,d,—d,c) = (ac—bd, ad + be, —ad — be, ac— bd) 
es un subanillo conmutativo del anillo no conmutativo M del Problema 3. 


Lo primero notamos que Pes un subconjunto de M y que las operaciones definidas sobre P son precisamente 
las definidas sobre M. Ahora bien, Pes cerrado respecto de estas operaciones; además, (—a, —b, b, —a)e P 
siempre que (a, b. —b, a) e P. Así, pues. por el Teorema 1, P.es un subanillo de M4. Por último, para cualesquiera 
la, b, —b, a), (c, d, —d, c)€ P se tiene 
(a,d;—b,alte,d,—d,e) = (c,d,—d,c)(a,b,—b,0) 
y P.es un anillo conmutativo, 


Ñ7. 


Considérese la aplicación (a, h, —b, a)» a del anillo P dei Problema 6 en el anillo Z de los 


enteros. 
El lector demostrará que la aplicación es tal que 


fa,b,—b,a) + le,d,-d,c) > a+e 
y (a,b,—b,a)*(c,d,—d,e) > ac— bd 


Pero!os grupos aditivos de P y Z son homomorfos. (¿Por qué no isomorfos?) Sin embargo, como ac — bd + ac, 
en general, los anillos P y Z no son homomorfos por esta aplicación. 
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8. Un número complejo a + bi con a,b € Z se llama entero gaussiano. (En el Problema 26 el lec- 
tor ha de demostrar que el conjunto G = (a + bi: a,b € Z) de todos los enteros gaussianos es 
un anillo con respecto a la adición y multiplicación ordinarias sobre C.) Demuéstrese que el ani- 
llo P del Problema 6 y G son isomorfos. 


Sea la aplicación (a,b, —b,a) a + bi de Pen G. La aplicación es ciertamente biyectiva y, ade- 


más, como 
(a,b,—b,a) + le,d,—d,0) == (a+c,b+d,-b-d,a+e) - 
la+c) + (b+d)i = (a+bi) + (e+di) 
y (a,b, -b, ale, d, —d, e) (ac— bd, ud + be, —ad— be, ac— bd) = 


(ac—bd) + (ad+boji = (a+ billc+ di) 
todas las operaciones binarias se preservan. Asi, pues, P y G son isomorfos. 
9. Demostrar: Si p es un elemento cualquiera de un anillo conmutativo %, entonces P = (p*r:reR) 
es un ideal de 2. 
Vamos a demostrar que P es un subgrupo del grupo aditivo 2 tal que (p *r)*s€P para todo se R. 


Para cualesquiera r. s € %, se tiene 


() per+pes=p*(r+s)eP, porque r+se3%; así, pues, P es cerrado con respecto a la adición. 

(il) =(p*r)=p+(=r)eP siempre que p*reP porque —re% si re%; por el Teorema VII, Capítulo 9, 
página 84, P es un subgrupo del grupo aditivo, 

(ii) (p=r)=s=p=(r*s)eP porque (r-s)e%. 


Y la demostración queda completa. 


10. Demostrar: En todo homomorfismo de un anillo 2 con multiplicación denotada por +, en otro 
anillo 2' con multiplicación denotada por a, el conjunto S de elementos de 2 que se aplican so- 
bre z', el cero de %', es un ideal de %. 


Por el Teorema XXI, Capítulo 9, página 88, S es un subgrupo de 2”; luego para cualesquiera a, b, ce S 
se cumplen las propiedades P,-P,. página 101, y la adición del anillo es una operación binaria sobre 5. 


Como todos los elementos de $ son elementos de % se verifican las propiedades P,-P,. Ahora bien, para 
cualesquiera a, be S, a+ h => 2"; luego a + be S y la multiplicación del anillo es una operación binaria sobre S. 


Por último, para todo ae S y geR se tiene 


cagsriog=r y 


Asi que $ es un ideal de *, 


11. Demostrar: El conjunto 2/4 = (r + 4: r e 2) de las clases laterales de un ideal .4 en un ani- 
llo 2 es él mismo un anillo con respecto a la adición y multiplicación definidas por 
FIA DAS) = (RAS 
y para todo x+ 4, y +49 ER/I 
+) DÉ IO) = (y) ASI 
Como 4 es un subgrupo invariante del grupo 2, se sigue que 2/4 es un grupo con respecto a la adición. 
Es claro por la definición de la multiplicación que se cumple la ley de clausura, Queda, pues, por demostrar que 
la ley asociativa y la distributiva se cumplen. Se encuentra para cualesquiera w + 4, x +4, y +4 ER/S, 
[+ 4) (x+ IO AI) = (er) AI) (er 2 0 xr) AS 
= (RI AI) 4 IO) RAI 
E EA E 
=(wex+wry)+ $ = (we +4) + (wey +4) 
= (+) RI) AI) A) 


y, de manera parecida, 


E A) 
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12. Demostrar: El anillo G = (a + bi: a,b eZ) es euclidiano. 


Definase O(u + fi) = a? + B? para todo a + fi e G. Se verifica fácilmente que las propiedades (i) y (i), 
página 108, del anillo euclidiano se cumplen aqui. (Nótese también que Oía + bi) es simplemente el cuadrado 
de la amplitud de a + bí y que, por tanto, está definido para todos los elementos de C.) 

Para todo xe G y y + € G calcúlese x- y"! =s + ti. Ahora, si todo s + tie G, el teorema se seguiría 
fácilmente; no obstante, no es éste el caso, como el lector puede demostrar tomando x =1 + ¿y y =2+ 3í. 

Supóngase entonces para un x y un y dados que s + ti $ G. Sea c + die Gal que [e — s|<4 y ld — | <y 
y escríbase x = p(c + di) + r. Entonces, se tiene 


er) = 


=yle+di] = olx— y(s+ti) + u(e+t) — yle + di)] 
= olu((s—0 + (t—-d)i)] = Jo(w) < eu) 
Así, pues, se cumple (iii) y G es un anillo euclidiano. 


Problemas propuestos 


B. 


Demostrar que S = (2x: x.€ Z) con adición y multiplicación definidas como en Z, es un anillo, en tanto que 
= (2x + 1: xeZ) no lo es. 


14. Verificar que S del Problema 2 es un anillo conmutativo con unidad 


h. 


15. Cona,beZ definase aDb=a+b+1y420b=a + b4+ ab. Demostrar que Z es un anillo conmutativo 
con respecto a 6) y O. ¿Cuál es el cero de este anillo? ¿Tiene un elemento unidad? 


16, Verificar que S= (a,b, c, d,e,f, g) con adición y multiplicación definidas por 


ple” bio ae e de e ca be, e 4 
A E 4 alo e. a aa «0. 
EN LR AE bla 6 e 
EE OA ie a E 
PE E AE ala a 7 02 Ds 
elote sl lee bf e 0... 
A E £la $ E 5.80 800 
Ala a RAE AA els st y ess 


es un anillo. ¿Cuál es la unidad? ¿Cuál la caracteristica? ¿Tiene divisores de cero? ¿Es un anillo simple? Demos- 
trar que es isomorfo al anillo Z/(7). 


17. Demostrar que Q = ((E1.22 — 2.31): 215 24 € C), con adición y multiplicación definidas como en el Proble- 
ma 3, es un anillo no conmutativo con unidad (1, 0, 0, 1). Verificar que cada elemento de O con excep- 
ción del elemento cero (=, = 2, = 0 + 01) tiene un simétrico multiplicativo o inverso de la forma (2,/8, —2/A, 
2,/A, 2,/A) donde A = |z,|? + |]? y que entonces los elementos no nulos de Ú forman un grupo multiplicativo. 


18. Demostrar que en todo anillo %, 
(a) —(—-a)=4 para todo ack 
(6) a(—b)= —(ab) = (—ajb para todos los a,beR. 
Sugerencia. (a) a+ [(—a)—(-a)] =a+2z=a 
19. Considérese %, el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado S y defínase para todos los A, Be A. 
A0B=AUB-ANB AOB=ANB 
Demuéstrese que % es un anillo conmutativo unitario. 
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20. Demuéstrese que S = ((a, b, —b, a): a, be Q] con adición y multiplicación definidas como en el Problema 6, 


es un anillo. ¿Cuál es el cero? ¿La unidad? ¿Es un anillo conmutativo? Procédase como en el Problema 5 para 
demostrar que todo elemento excepto (0, O, O, 0) tiene un simétrico multiplicativo. 


21. Completar las tablas de operación del anillo % = (a, b,c, d): 


blusa 4 


d 
d 
e 
b 
a 


¿Es 2 un anillo conmutativo? ¿Tiene unidad? ¿Cuál es su característica? 
Sugerencia. c=b=(b+d)"b;crc=c*(b+ d); eto. 


22. Completar las tablas de operación del anillo 2 = (a,b, 0, d): 


¿Es 4 un anillo conmutativo? ¿Tiene elemento unidad? ¿Cuál es su característica? Verificar que x? =x para 
tódo xe2. Un anillo que tiene esta propiedad se llama anillo booliano. 


23. Demostrar: Si Y es un anillo booliano, entonces (a) su característica es dos, (b) es un anillo conmutativo. 
Sugerencia. Considérese (x + yY =x + y para y =x y para y + X. 


24, Sea % un anillo unitario y sean a y b elementos de 2 con inversos (simétricos multiplicativos) a”! y b”!, respec- 
tivamente. Demostrar que (a+ b)7* =b7*+a7! 


25. Demostrar que (a), (a, b), (a, b, c, d) son subanillos del anillo S del Problema 1. 


26. Demostrar que G = (a + bi: a, be Z), con respecto a la adición y multiplicación definidas sobre C, es un sub- 
anillo del anillo C. 


27. Demostrar el Teorema 1, página 102, 


28. (a) Verificar que R= ((Zj, 22, 231 24): 219 22» 2, 24 € C) con adición y multiplicación definidas como en el 
Problema 3, es un anillo con unidad (1,0, 0, 1). ¿Es anillo conmutativo? 


(6) Demostrar que el subconjunto S = (21, 22, =22, 21): 21, 22 € C) de 9 con adición y multiplicación de- 
finidas como en %, es un subanillo de 2. 


29. Enumerar todos los 15 subanillos de 5 del Problema 1. 
30. Demostrar: Todo subanillo de un anillo 2 es un subgrupo del grupo aditivo R. 
31. Demostrar: Un subconjunto S de un anillo % es un subanillo de 2 si a — b y a*beS siempre que a, be $. 


32. Verificar que el conjunto Z/(n) de los enteros módulo n es un anillo conmutativo unitario. ¿Cuándo el anillo ca- 
rece de divisores de cero? ¿Cuál es la característica del anillo Z/(5)? ¿La del anillo Z/(6)? 
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Demostrar que el anillo Z/(2) es isomorfo al anillo del Ejemplo 3(a). 


Demostrar el Teorema II, página 104. 


(a) Demostrar que M, = ((a,0,c,d): a.c,deQ) y M, = [(a,0.0. d): a.de Q) con adición y multiplica- 
ción definidas como en el Problema 3, son subanillos de M del Problema 3. 


(b) Demostrar que la aplicación M,= M2: (x,0, y, ue) => (x, 0, 0, 10) 


es un isomorfismo. 


(e) Demostrar que el subconjunto [(0, 0. y. 0): y € O) de elementos de M, que en (6) se aplican en (0, 0, 0, 0)€ M). 
es un ideal propio de M. 


(d). Hallar un homomorfismo de M, en otro de sus subanillos y, como en (e), obtener otro ideal propio de M,. 


Demostrar: En todo homomorfismo de un anillo 2 sobre un anillo 9? cuyo elemento neutro es =”, sea 
I=lxixet > 2) 


El anillo P/4 es entonces isomorfo al 2”. 
Sugerencia. Considérese la aplicación a +4 —+ a' donde «' es la imagen de a. € 2 en el homomorfismo. 


Sean a, h elementos conmutables de un anillo 3? de característica dos. Demostrar que (a + 5? = a? + $%= 
la by. 


Sea 4 un anillo con operaciones de anillo + y +, y (a,r). (b.s)eR x Z. Demostrar que 
li) Rx Z es cerrado con respecto a la adición (9) ) y a la multiplicación (O ) definidas por 


(a, B (b,s) = (0+b,r+8) 
(a,7) 0 (b,3) = (a=b + rb+ ars) 
(ii) 2 x Z tiene (=, 0) como cero y (=, 1) como unidad. 
(iii) 2 x Z es un anillo con respecto a O y O- 
(iv) Rx (0) es un ideal de Rx Z. 
(v) La aplicación => % x (0): x « (x, 0) es un isomorfismo. 


Demostrar el Teorema IX, página 108. Sugerencia: Para todo ideal 4 + (2) de 2 elíjase el minimo 0(y), sea 0(b). 
para tOdos los elementos no nulos y €.£. Para todo y € £ escribase x= b=q +rcong.re% yconr=z0 
bien 0(r) < 0(b). 


Demostrar el Teorema X, página 108. Sugerene 
para algún se %. Para cualquier beR,b=g*a= 


'upóngase que 2 es generado por a; entonces a =a*5s=5*4 
*(a+s) b-s, eto. 


Capítulo 11 


Dominios de integridad, cuerpos 


DOMINIOS DE INTEGRIDAD 
Un anillo conmutativo unitario Y sin divisores de cero se llama dominio de integridad. 


Ejemplo 1: (a) Los anillos Z, Q, R y C son dominios de integridad. 
(b) Los anillos de los Problemas 1 y 2, Capítulo 10, página 108, no son dominios de integri- 
dad, pues, por ejemplo, en ambos es f*e = a, el cero del anillo. 
(c) El conjunto S = (r + s/17: r,seZ) con adición y multiplicación definidas como 
en R, es un dominio de integridad. Que $ es cerrado con respecto a la adición y la mul- 
tiplicación, resulta de 


(a+ by17) + (c+ dyIT) = (a+0)+(6+d)Y17 € S 
(a + 5/17 le +dV17) = (ac +17bd) + (ad + be) VIT € S 


para cualesquiera (a + 5/17), lc + d/TT)e S. Como $ es un subconjunto de R, S 
carece de divisores de cero; y, además, se cumplen las leyes asociativas, conmutativas 
y distributivas. El cero de $ es Oc R y todo a + b,/17€ $ tiene simétrico aditivo, que 
es —a — b/I7€S. De modo que $ es un dominio de integridad. 


(d) El anillo , b, c, d,€,f, g, h) con adición y multiplicación definidas por las tablas 
hijo 8 ad eri . bededfogok 
ala xs e Y. 1 dh aja a a a a a a e 
blba de fehñog bla be defoook 
elo dabohes ela e ho f 9 e bd 
did obatkgtoe dla df ge bokoe 
ele fo g ha bed ela eg odo fb 
tlf ero bado fla f e bohoeo dog 
olo he f e dasb gala g bh f dec 
Rih g / e d e b khla h d e bg.of 
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es un dominio de integridad. Nótese que los elementos no nulos de $ forman un grupo 
multiplicativo abeliano. Yeremos luego que ésta es una propiedad común a los dominios 
de integridad finitos. 


Aquí es necesaria una advertencia. El término dominio de integridad se emplea a veces por algu- 
nos para denotar cualquier anillo sin divisores de cero y por otros para cualquier anillo conmutativo 
sin divisores de cero. 
Véase Problema 1. 
La ley de cancelación para la adición resulta válida en todo dominio de integridad 9, pues todo ele- 
mento de 2 tiene simétrico aditivo. En el Problema 2 se demuestra que la ley de cancelación para la 
multiplicación se cumple también en 2 si bien los elementos no nulos de 49 no tienen necesariamente 
simétricos multiplicativos. En consecuencia, «carecer de divisores de cero» en la definición del domi- 
nio de integridad se puede cambiar por «verificarse la ley de cancelación para la multiplicación». 


En el Problema 3 se demuestra el 


Teorema L Sea % un dominio de integridad e 4 un ideal de 2. Entonces 2/4 es un dominio de in- 
tegridad si, y solo si, 4 es ideal primo en 2. 


114 
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ELEMENTOS INVERSIBLES, ASOCIADOS, DIVISORES 


Sea 9 un dominio de integridad. Un elemento v de Y que tenga simétrico multiplicativo o inverso 
en 9 se dice inversible o regular de 2. Un elemento b de 9 sé dice asociado de a eDsib=v-a 
siendo » un elemento inversible de 2, 


Ejemplo 


(a) Los únicos elementos inversibles de Z son +1; los únicos asociados de a € Z son +a. 


(6) Considérese el dominio de integridad 2 = (r + 5/17: r,seZ).Puesa =4 + 5/17€9, 
es inversible si, y solo si, existe x + y/17€2 tal que 


(a+bVITX2+yVIT) = (ar +1Tby) + (bo +ayV17 = 1 = 1+0V17 


De de I2Ano: an se obliene 2 = 


Como 


b 
br+ay =0 Bm Y YM 


x+y/M€9, esto es, x.ye Z si, y solo si, a? — 176? = +1; luego « es inversible si, 
y solo si,a? — 17b* = +1.Así, 41,4 + /17, -4 + //17 son elementos inversibles en Y 
en tanto que 2 — /17 y -9-— 2/17 = (2 — /I7N4 + /17) son asociados en 2. 

(c) Todo elemento no nulo de Z/(7) = (0, 1,2, 3, 4, 5, 6) es elemento inversible de Z/(7) 
ya que 1-1 = L(mod 7), 2: 4 = I(mod 7), etc. 


Véase Problema 4. 


Un elemento a de 9 es un divisor de b € 9 si existe un elemento c de 2 tal que b = a-c. Todo 
elemento no nulo bh de Y tiene como divisores sus asociados en 2 y los inversibles de 9. Estos divisores 
se llaman triviales (impropios); todos los otros divisores, si los hay, se dicen no triviales (propios). Un 
elemento no nulo no inversible b de 4, que solo tiene divisores triviales, se llama primo (elemento irredu- 
cible) en 2. Un elemento bh de 9, que tiene divisores no triviales, se dice elemento reducible de Y. Por 
ejemplo, 15 tiene divisores no triviales en Z, pero no en Q; 7 es primo en Z, pero no en O. 

Véase Problema 5. 


Se sigue el 
Teorema MI. Si 2 es un dominio de integridad que también es anillo euclidiano, entonces para a + z, 
b4zde 9, 
Wa-b)= Oía) si, y solo si, b es inversible en Y 
SUBDOMINIOS 


Un subconjunto 2” de un dominio de integridad Y, que es, a su vez, un dominio de integridad con 
respecto a las operaciones de anillo de %, se dice un subdominio de 2. Se deja al cuidado del lector de- 
mostrar que z y u, el cero y el elemento unidad de 2, son también los elementos cero y unidad de 
cualquier subdominio de 2. 

Uno de los más interesantes subdominios de un dominio de integridad Y (véase Problema 6) es 


DP = (nun 6Zj 
donde nu tiene el mismo significado que en el Capítulo 10. Pues si 9” fuese otro subdominio de 2, en- 


tonces 2” seria un subdominio de 2” y. por tanto, según la inclusión, Y” es el mínimo subdominio 
de 9. Asi, pues, 


Teorema IL. Si 9 es un dominio de integridad, el subconjunto 9" = (mu: ne Z) es su mínimo sub- 
dominio. 


Por caracteristica de un dominio de integridad 2 se entiende la característica del anillo Y definida 
en el Capítulo 10, Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son, pues, de característica cero, pero 
el del Ejemplo 1(d) tiene característica dos, En el Problema 7 se demuestra el 


Teorema IV. La característica de un dominio de integridad es cero o un primo. 
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Sea 2 un dominio de integridad y su mínimo subdominio 9' y sea la aplicación 
Z>D':n—nu 


Si 2 tiene característica cero, la aplicación es un isomorfismo de Z sobre 9*; luego podemos remplazar 
siempre 2” por Z en 2. Si 2 es de característica p (un primo), la aplicación 


Zip) >29": [n] > nu 
es un isomorfismo de .Z/(p) sobre 2". 


DOMINIOS DE INTEGRIDAD ORDENADOS 


Se llama dominio de integridad ordenado un dominio de integridad Y que contlene un subconjunto 
2Q* dotado de las propiedades: 


(i) 9* es cerrado con respecto a la adición y multiplicación definidas sobre 2. 
(ti) Para todo a € se verifica una, y solo una, de las relaciones 
a=z a eg* a: e 9* 


Los elementos de 9* se dicen elementos positivos de 2: todos los otros elementos no nulos de 2 se 
dicen elementos negativos de 2. 


Ejemplo 3: Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son dominios de integridad ordenados. En cada 
uno, el conjunto 2* consiste en los elementos positivos como se les definió en el capítulo en 
que apareció por primera vez el dominio. 


Sea 9 un dominio de integridad ordenado y para cualesquiera a, 5 € Y definase 
e>b si a-beg* 
y a<b si, y solo si, b>a 


como a > z significa que a e D* y a < z significa que —a € D*, se sigue que si a + z, es entonces 
a? € 29*. En particular, u € 9*. 

Supóngase ahora que 2 es un dominio de integridad ordenado con 2* bien ordenado; entonces 
u es el elemento mínimo de 2*. Pues si hubiera un ae D* con z <a < u entonces 2 < a? < au=a. 
Pero a? € 2*, de modo que 2* no tiene elemento mínimo en contradicción con lo dicho. 

En el Problema 8 se demuestra el 


Teorema V. Si % es un dominio de integridad ordenado con 2* bien ordenado, entonces 
ÓM D*=(pu:p ez*) 
Ñi) 2 =fmimeZ) 
Por otra parte, la representación de cualquier a e % como a = mu es única. 
Se deduce el 


Teorema VI. Dos dominios de integridad ordenados 2, y 2, tales que sus respectivos conjuntos 
de elementos positivos 2] y 3 son bien ordenados, son isomorfos. 
y el 


Teorema VIL Aparte la notación, el anillo de los enteros Z es el único dominio de integridad orde- 
nado cuyo conjunto de elementos positivos es bien ordenado. 


ALGORITMO DE LA DIVISION 


Sea 2 un dominio de integridad y supóngase que d € 2 es un divisor común de los elementos no 
nulos a, b € Y. Se dice que d es un máximo común divisor de a y b si para cualquier otro divisor común 
d' €L se tiene d' | d. Si Q es también un anillo euclidiano, d' | d es equivalente a 0(d) > 0(d'). 
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(Para demostrar que esta definición concuerda con la de máximo común divisor de dos enteros 
tal como se dio en el Capítulo 5, supóngase que +d son los máximos comunes divisores de a, b eZ 
y sca d' otro divisor común cualquiera. Como para n e Z, 0(n) = |n] se sigue que 0(d).= A(—d) pero 
B(d) > 0(d').) 

Para un dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano se establece el 

Algoritmo de la división. Sean a + z y b elementos de 2 un dominio de integridad que también 
es anillo euclidiano. Existen entonces q,r € 2 únicos, tales que 


b=gra+r,  0<0r)< 0) 
Véase Problema 5, Capítulo 5. 


FACTORIZACION UNICA 


En el Capítulo 5 se demostró que todo entero a > 1 se puede expresar de manera unívoca (aparte 
el orden de los factores) como producto de primos positivos. Supóngase que a = p¡*p,* p3 es una 
factorización semejante. Se tiene entonces 


4 = —Pr*Pa "Da = pil Pas = Pr? paÁ—Pa) = (Dr + Pa? pa = (Ds + (Mp2 + (DP 
y esta factorización en factores primos se puede considerar como única aparte el empleo de elementos 


unidad como factores. Se puede, pues, enunciar otra vez el teorema de factorización única para los en- 
teros como sigue: 


Todo elemento no nulo y que no sea inversible de Z se puede expresar de manera única (aparte 
del orden de los factores y del empleo de elementos inversibles como factores) como producto de 
elementos primos de Z. En esta forma demostraremos luego que el teorema de factorización única 
vale en cualquier dominio de integridad que sea a la vez anillo cuclidiano. 


En el Problema 9 se demuestra el 


Teorema VI, Sean J y K, ambos distintos de (z), ideales principales de un dominio de integri- 
dad 2. Entonces, J = K si, y solo si, sus generadores son elementos asociados en 2. 


En el Problema 10 se demuestra el 


Teorema IX. Sean a,b,p e 2 un dominio de integridad que también es anillo ideal principal, ta- 
les que p | a* b. Entonces, si p es un elemento primo en 2, p| a o bien p | b. 


Una demostración de que el teorema de factorización única se cumple en un dominio de integri- 
dad que también sea anillo euclidiano (llamado también a veces dominio euclidiano) se da en el Pro- 
blema 11. 

Como consecuencia del Teorema IX, se tiene 


Teorema X. En un dominio de integridad 2 en que sea válido el teorema de factorización única, 
todo elemento primo de 2 genera un ideal primo. 


CUERPOS 


Un anillo F cuyos elementos no nulos forman un grupo multiplicativo, se llama cuerpo. Todo 
cuerpo tiene un elemento unidad y todo elemento no nulo del cuerpo posee un inverso (simétrico mul- 
tiplicativo); si la multiplicación es conmutativa, el cuerpo se dice conmutativo!., 


Ejemplo 4: —— (a) Los anillos Q; R y C son cuerpos; y por ser conmutativa la multiplicación son cuerpos 
conmutativos. 
(6) El anillo O del Problema 17, Capítulo 10, es un cuerpo no conmutativo. 
(e) El anillo Z no es cuerpo. (¿Por qué?) 


' Hay autores (principalmente en lengua inglesa) que llaman anillos de división O seudocuerpos (Schiefkórper, skew fields) 
a los cuerpos; y a éstos, cuando son conmutativos, les dicen campos. Nos atenemos a la nomenclatura más generalizada hoy en 
día (Van der Waerden, Bourbaki). N. del 7. 
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Sea 2 un dominio de integridad y su mínimo subdominio 2" y sea la aplicación 
Z>D':n—=n 


Si 9 tiene característica cero, la aplicación es un isomorfismo de Z sobre 2'; luego podemos remplazar 
siempre 9' por Z en 9. Si Y es de característica p (un primo), la aplicación 


Z/(p)> 9": [n] > nu 
es un isomorfismo de .Z/(p) sobre 2”. 


DOMINIOS DE INTEGRIDAD ORDENADOS 


Se llama dominio de integridad ordenado un dominio de integridad Y que contlene un subconjunto 
9* dotado de las propiedades: 


(i) 2* es cerrado con respecto a la adición y multiplicación definidas sobre 2. 
(ii) Para todo a € 2 se verifica una, y solo una, de las relaciones 
a=z a eg* -a eg* 


Los elementos de D* se dicen elementos positivos de 2: todos los otros elementos no nulos de 2 se 
dicen elementos negativos de 2. 


Ejemplo 3: Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son dominios de integridad ordenados. En cada 
uno, el conjunto 2* consiste en los elementos positivos como se les definió en el capítulo en 
que apareció por primera vez el dominio. 


Séa 9 un dominio de integridad ordenado y para cualesquiera a, b € 2 definase 
a>b si a-beg* 
y a<b si, y solo si, b>a 


como a > z significa que a €D* y a< z significa que —a € 2*, se sigue que si a + z, es entonces 
a? £Q*. En particular, u e 9*. 

Supóngase ahora que Y es un dominio de integridad ordenado con 2* bien ordenado; entonces 
u es el elemento mínimo de 2*. Pues si hubiera un ae 2* con z < a < u entonces 2 < a? < qu=a. 
Pero a? s 2*, de modo que 2* no tiene elemento mínimo en contradicción con lo dicho. 

En el Problema 8 se demuestra el 


Teorema V. Si Y es un dominio de integridad ordenado con 2* bien ordenado, entonces 
O 9*=(fpu:p eZ*) 
ñi) 2 =(m:m eZ) 
Por otra parte, la representación de cualquier 4 € Y como a = mu es única. 
Se deduce el 


Teorema VI. Dos dominios de integridad ordenados 2, y 2, tales que sus respectivos conjuntos 
de elementos positivos 2] y 23 son bien ordenados, son isomorfos. 
yel 


Teorema VIL Aparte la notación, el anillo de los enteros Z es el único dominio de integridad orde- 
nado cuyo conjunto de elementos positivos es bien ordenado. 


ALGORITMO DE LA DIVISION 


Sea 2 un dominio de integridad y supóngase que d € 2 es un divisor común de los elementos no 
nulos a, b € 2. Se dice que des un máximo común divisor de a y b si para cualquier otro divisor común 
d' € se tiene d' | d. Si D es también un anillo euclidiano, d' | d es equivalente a 0(4) > 0(d'). 
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(Para demostrar que esta definición concuerda con la de máximo común divisor de dos enteros 
tal como se dio en el Capítulo 5, supóngase que +d son los máximos comunes divisores de a,b eZ 
y sea d' otro divisor común cualquiera. Como para n e Z, 0(n) = |) se sigue que 0(d) = B(—d) pero 
Bd) > 8(d).) 

Para un dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano se establece el 

Algoritmo de la división. Sean a + z y 6 elementos de 2 un dominio de integridad que también 
es anillo euclidiano. Existen entonces q,r € únicos, tales que 


b=ga+r, 0=<0r)<0g) 
Véase Problema 5, Capítulo 5. 


FACTORIZACION UNICA 


En el Capítulo 5 se demostró que todo entero a > | se puede expresar de manera unívoca (aparte 
el orden de los factores) como producto de primos positivos. Supóngase que a = p¡*P2*p3 €s una 
factorización semejante. Se tiene entonces 


4 = —Pr*P2 Ps = PÁPDPS = Pr PAP) = (Mp + Pa ps = (DP * (Dra + (pa 
y esta factorización en factores primos se puede considerar como única aparte el empleo de elementos 


unidad como factores. Se puede, pues, enunciar otra vez el teorema de factorización única para los en- 
teros como sigue: 


Todo clemento no nulo y que no sea inversible de Z se puede expresar de manera única (aparte 
del orden-de los factores y del empleo de elementos inversibles como factores) como producto de 
elementos primos de Z. En esta forma demostraremos luego que el teorema de factorización única 
vale en cualquier dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano. 


En el Problema 9 se demuestra el 


Teorema VIII, Sean J y K, ambos distintos de (z), ideales principales de un dominio de integri- 
dad 9. Entonces, J = K si, y solo si, sus generadores son elementos asociados en D. 


En el Problema 10 se demuestra el 


Teorema IX. Sean a,b,p €2 un dominio de integridad que también es anillo ideal principal, ta- 
les que p | a» b. Entonces, si p es un elemento primo en 2, p|a o bien p]5. 


Una demostración de que el teorema de factorización única se cumple en un dominio de integri- 
dad que también sca anillo euclidiano (llamado también a veces dominio euclidiano) se da en el Pro- 
blema 11, 

Como consecuencia del Teorema IX, se tiene 


Teorema X. En un dominio de integridad 2 en que sea válido el teorema de factorización única, 
todo elemento primo de 2 genera un ideal primo. 


CUERPOS 


Un anillo 4 cuyos elementos no nulos forman un grupo multiplicativo, se llama cuerpo. Todo 
cuerpo tiene un elemento unidad y todo elemento no nulo del cuerpo posee un inverso (simétrico mul- 
tiplicativo); si la multiplicación es conmutativa, el cuerpo se dice conmutativo?. 


Ejemplo 4: — (a) Los anillos Q,R y C son cuerpos; y por ser conmutativa la multíplicación son cuerpos 
conmutativos. 
(6) El anillo O del Problema 17, Capítulo 10, es un cuerpo no conmutativo, 
(c) El anillo Z no es cuerpo. (¿Por qué?) 


Y Hay autores Iprincipalmente en lengua inglesa) que llaman anillos de división o seudocuerpos (Schiefkórper, ske fields) 
a los cuerpos; y a éstos, cuando son conmutativos, les dicen campos. Nos atenemos a la nomenclatura más generalizada hoy en 
día (Van der Waerden, Bourbaki). N. del 7. 
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Sea Y un dominio de integridad con un número finito de elementos. Para todo b + z €D, se 
tiene 
lb=x:xe9)=2 


pues si no b sería divisor de cero. Así que 6 +x = u para algún x € 2 y b tiene inverso en 9. Queda 
así demostrado el 


Teorema XL Todo dominio de integridad con un número finito de elementos es un cuerpo con- 
mutativo. 


Demostremos ahora el 
Teorema XIL Todo cuerpo es un anillo simple. 


Supóngase que 4 + (z) sea un ideal de un cuerpo Y. Siaj+z €, se tiene a! eS y 
a:a7! =u €. Entonces, para todo b €, bru=b eS; luego 4 = $. 


Según ya se ha dicho, un cuerpo es conmutativo si los elementos no nulos forman grupo multipli- 
cativo abeliano; y como todo cuerpo conmutativo es dominio de integridad, se deduce del Teorema IV, 
página 115, el 


Teorema XIIL La característica de un cuerpo conmutativo es cero o es un número primo. 
Todo subconjunto 4F*' de un cuerpo FF, que es cuerpo a su vez, se llama subcuerpo del F. 


Ejemplo 5: Q es un subcuerpo de los cuerpos R y C; y R es también subcuerpo de C. 
Véase también Problema 12. 


Sea F un cuerpo de característica cero. Su mínimo subdominio Z no es un subcuerpo. Pero como 
para todo b+ 0, b €Z, se tiene b7* €.F, se sigue que para cualesquiera a,ó €Z con 540, 
a:b”* = albe F. Así, pues, Q es el mínimo subcuerpo de F. Sea F un cuerpo de característica p pri- 
ma. Entonces, Z/(p), el mínimo subdominio de F es el mínimo subcuerpo de F. 

Un cuerpo FF que carece de subcuerpos propios F* se dice cuerpo primo. O, por ejemplo, es el cuer- 
po primo de característica cero y Z/(p) es el cuerpo primo de característica p, con p primo. 

Enunciamos sin demostración el 


Teorema XIV. Sea 4 un cuerpo primo. Si 4 tiene característica cero es isomorfo a Q; si F tiene 
característica p, siendo p primo, es isomorfo a Z/(p). 


En el Problema 13 se demuestra el 


Teorema XV. Si 2 es un dominio de integridad e 4 es un ideal en 9, entonces 9/4 es un cuerpo 
si, y solo si, 4 es un ideal maximal en Y. 


Problemas resueltos 


1. Demostrar: El anillo Z/(m) es un dominio de integridad si, y solamente si, m es primo. 


Supóngase que m es un primo p. Si [r] y [s] son elementos de Z/(p) tales que [+] - [s] = [0], entonces 
= O(mod p) y r = O(mod p) o bien s = O(mod p). Luego [r] = [0] o bien [s] = [0] y como Z/(p) carece de 
divisores de cero es, pues, un dominio de integridad. 

Supóngase que m no es primo, es decir, que m = m, * m, con 1 < m,, ma < m. Como [m] = [my] - [m2] = 
[0], mientras que ni [m,] = [0] ni [m,] = [0], es evidente que Z/(m) tiene divisores de cero y, por tanto, no es 
un dominio de integridad. 


2. Demostrar: Para todo dominio de integridad se verifica la ley de cancelación de la multiplicación 
Sia:c=b:cyc+z,esa=b 


De arc =b+c se tiene asc —b+c=(a— b)"c=z. Como 2 no tiene divisores de cero, es a— b=z 
y a= b, como se pedía. 
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3, 


7 


Demostrar: Sean % un dominio de integridad e 4 un ideal de Y. Entonces, 2/4 es un dominio 
de integridad si, y solamente si, .4 es un ideal primo en 2. 


El caso 4 = Y es trivial; sea 4 CL. 


Supóngase que 4 es un ideal primo en 4. Como 2 es un anillo conmutativo unitario, entonces también lo 
es 2/.$. Para demostrar que 2/4 no tiene divisores de cero. supóngase que a. + 4.0 + 4e 2/4 son tales que 


(AIMAR S 


Pero a* be 4 y por definición de ideal primo o bien w € 4 o bien be.%. Asi, pues, esu +4 ob +4 el elemen- 
1o cero de %/.4. Y no teniendo %/.4 divisores de cero:es un dominio de integridad. 

Reciprocamente, supóngase que 2/4 es un dominio de integridad. Sean u + z y'b +2 de Y tales que 
a-bes. De 

I=arb+I=(4+ IND+4) 

se sigue que a + 4 = 4 0 bien que b + 4 = 4. Asi que a=he-% implica ya ue 4. ya he, y. entonces, .J es 
un ideal primo en 2. 

Nora. Aunque 2 no tiene divisores de cero, esta propiedad no se ha utilizado en la demostración dada. De 
modo que en el teorema se puede remplazar «Sea Y un dominio de integridad» por «Sea 2 un amillo unitario con- 
mutativo». 


Sea un entero positivo que no es cuadrado perfecto y considérese el dominio de integridad 
D=ir+s/tor,s eZ). Para cada p=r+sy/1 €D definase P=r=sy/1 y la norma de 
p como N(p)= p*/. Del Ejemplo 2(b), página 115, inferimos que p = a + by 1 es inversible 
en 2 si, y solo si, N(p) = +1. Demuéstrese que para a =a+by/1 eDyB=c+dy/ 12, 
Na: B) = Nu) + NB). 

Tenemos 2 * $ = (ac + bae) + (ad + be)/ 1 y a*P =lac + bdi)— lad + bch/1. Entonces Ma- 8) = 
fa- BM = (ac + hdi — (ad + ber = (a? — PUN — der) = Nte) + N(f), como se pedía. 


En el dominio de integridad D = [r 45/17: r,s €Z) verificar: (a) 9 — 2/17 es un elemento 
primo, (6) y = 15 + 7,/17 es reducible. 4 
(a) Supóngase a, Be 2 tales que a+ ff =9 — 2,/17. Por el Problema 4, 


Na +8) = Ma): MB) = N(9— 2/17) = 
Como 13 es un entero primo, o bien divide a Ma) o bien divide a ($): luego o bien es £ o bien es a elemen- 
10 inversible de %, y 9 — 2,/17 es elemento primo. 
Supóngase a =4 + by/1T. B=c+d/ITe9 tales que a+ $ =y= 15 + 7/17; entonces Ma)" MB) = 
—608. De Mx) = a? — 17h? =19y NB) = c* — 174? = —32,seobtienea = 6 —/ITyfB=11 +3,/17 
Como ni « ni f£ son elementos inversibles de 2 ni asociados de 7, 15 + 7/17 es reducible. 


(b, 


Demostrar que 2' = (mu: n € Z) donde u es la unidad de un dominio de integridad 2, es un sub- 
dominio de 2. 


Para todo ru, sue" se tiene 
E 
luego 2" es cerrado con respecto a las operaciones de anillo sobre 2. Asimismo, 


Ou Poy lu=ued” 


y para cada ru e 2' existe un simétrico aditivo —ru e %'. Por último (rulsu) = z implica ru = z o bien su = z. 
Así que %' es un dominio de integridad, subdominio de %. 


Demostrar que la característica de un dominio de integridad 2 es cero o es prima. 


En los Ejemplos 1(a) y 1(d) es evidente que hay dominios de integridad de característica cero y dominios 
de integridad de caracteristica m > 0. 
Supóngase que 2 tiene característica m = m, *m, con | < m,.m, < m. Entonces mu = (m,u)mzu) == 
y entonces o bien mu = z O bien mu = z. que es una contradicción. Luego m es primo. 
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Demostrar: Si 2 es un dominio de integridad ordenado tal que D* es bien ordenado, entonces 
() 9* = (pu: pez*) (ii) D= (mu: meZ) 
Además, la representación de cualquier ae 2 como a = mu es única. 


Como ue 2* se sigue, por la propiedad de clausura, que 2u:=u + € 2* y, por inducción, que pue 2* 
para todo p e Z*, Denótese por Eel conjunto de todos los elementos de 2 * quenoentranenelconjunto (pu: p e Z*) 
y por e el elemento mínimo de E. Ahora bien, u € E, de modo que e > u y, portanto,e — ue 2”, peroe — ng E. 
(¿Por qué?). Entonces, e — 4 = pju para algún p, e Z* y e =u + pju= (1 + p,)u= pau, con p € Z*. Pero 
esto es una contradicción; luego E = W% y queda establecido 

Supóngase a € 2, pero a € 2*; entonces, o bien a = 7 o bien —ae D*,Sia=2,esa= 04. Si —ae 9”, 
entonces por (i), —a = mu para algún me Z* de modo que a = (—m)u y queda establecido (ii). 

Esclaro que si para cualquier a e 2 se tiene a = ruya = su,donder, s € Z,entoneesz =a— a =ru— su= 
(r — sju y r= ss. Así que la representación de todo ae Y como a =mu es única. 


Demostrar: Sean J y K, cada uno distinto de (7), ideales principales en un dominio de integri- 
dad 2. Entonces, J = K si, y solamente si, sus generadores son elementos asociados en Y. 
Sean a y b los generadores de J y K, respectivamente. 


En primer lugar, supóngase que a y b son asociados y que bh = av donde v.es un elemento inversible en 2. 
Para cualquier ce K existe algún se tal que 


e=bos= (aso =a(ues)=a+8, con se D 


Entonces, ce J y KC J. Ahora bien, b = a+ implica a= b>u"!, así que, repitiendo el razonamiento con 
cualquier de J, se tiene JC K. Luego J => K como se pedía. 
Recíprocamente, supóngase que J = K. Entonces, para ciertos s, 1€ 9 se tiene a =b*s y b = a+ 1. Pero 


a +5 =(a-1)s=alt*s) 
de manera que 


a—altos)=au—1t:s)=z 
donde u es el elemento unidad y z es el elemento cero de 2. Como a+ z, por hipótesis, se tiene 4 —1-5= 2, 


de modo que / +s = u y s es un elemento inversible de 2. Así, pues, a y b son elementos asociados en Y como 
se requería. 


Demostrar: Sean a, b, pe Y un dominio de integridad que es también un anillo ideal principal, 
y supóngase p | a * b. Entonces, si p es elemento primo en 2, p | a o bien p | b. 


Si uno de los a o bes inversible, o bien si a o 5 (o ambos) es un elemento asociado de p, el teorema es tri- 
vial. Supóngase lo contrario y, además, supóngase que p | a. Denótese por . el ideal en 9 que es intersección 
de todos los ideales de 2 que contienen tanto. a p como a a. Como 4 es un ideal principal, supóngase que es ge- 
nerado por ce 4, de modo que p =c>x para algún x € 2. Entonces o bien (i) x es inversible en 2 o bien 
(li) e es inversible en 2. 


(i) Supóngase que x es un elemento inversible en 2; entonces, por el Teorema VIII, p y su asociado c generan 
el mismo idea! principal 4. Como a.€ 4, se tendrá 


a=cg=p'h para ciertos g.heQ 


Pero entonces p | a, lo cual es contradictorio; luego x no es inversible. 
, 


(úi), Supóngase que e es inversible; entonces c*c7! =ue 4 e 4 = 2. Ahora bien, existen s, (e 9 tales que 
u =p>s + 1*a, donde u es la unidad de 9. Así que 


b=u-b=(p-sb+ (trab = pis: b) + Ha: b) 
y como p|a-b se tiene p|b, como se afirmaba. 


Demostrar: El teorema de factorización única es válido en todo dominio de integridad 2 que sea 
también anillo euclidiano. 


Tenemos que demostrar que todo elemento no nulo, no inversible de 2, se puede expresar de manera única 
(excepto en el orden de los factores y en la aparición de elementos inversibles como factores) como producto 
de elementos primos de 2. 
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B 


Suponiendo a + 0. € 2 para el cual Va) = 1. escribase a-= b-c no siendo h inversible; entonces e es in- 
versible y a es un elemento primo en*2, pues si no 


Ola) =0(b=c) > 0(8) — por el Teorema 1. página 115 


Ahora aceptemos que el teorema sea válido para todo he 2 tal que 0(6) < m y considérese ce 2, para el 
cual 0(c) = m. Entonces, si c es elemento primo en 9, el teorema es válido para e. Supóngase, por el contrario, 
que e no es un elemento primo y escribase c = d* e, donde tanto d como e son divisores propios de e. Por el 
Teorema Il se tiene. simultáneamente, 0(d) < m y We) < m. Por hipótesis, el teorema de factorización única 
es válido para d y para e, de modo que se verifica, por ejemplo. 


c=dre=p"p3P3 "Pa 


Como: esta factorización de e resulta de la elección d, e de divisores propios, puede no ser única. 
Supóngase que para otra elección de divisores propios se tuviera c = q, * q2* q, *** q; Considéresc el fac- 

tor primo p, de c. Por el Teorema IX, página 117, p, | q, o bien p, | (g3* 93 **= qu): si pa] g1, entonces p, | q, 

o bien p, | (q3-== q.) si. ++. Supóngase p, | q, Entonces, q, =/- p,. donde f es un elemento inversible 

en 2 porque si no. q, no seria un elemento primo en 4. Repitiendo el razonamiento con 

1 


ld Pe E 
se encuentra, por ejemplo, que pa | q, de modo que q, = g * p, con g elemento inversible en 2. Continuando 
de este modo, se encuentra, por último, aparte el orden de los factores y la aparición de elementos inversibles, 
que la factorización de c es única. Lo cual completa la demostración del teorema por inducción sobre m (véase 
Problema 27, Capítulo 3, página 37). 


A e O 


Demostrar: S= (x + 9/3 + 2/9: x, y. z€ Q) es un subeuerpo de R. 


Por el Ejemplo 2, Capítulo 10, página 101, Ses un subanillo del anillo R. Como la ley conmutativa se verifica 
en R y 1=14+0/8+0/9 es el neutro multiplicativo. es necesario únicamente verificar que para 


> E = ¿0 po 
2+4V3+2V5 4 0. S, cl simétrico muliplicativo es E 36 4 PEU G 4 CG, donde 
D=x + 3y* + 92% — 9xyz, está en S. 


Demostrar: Scan 2 un dominio de integridad e .4 un ideal de 2, Entonces 2/.4 es un cuerpo si, 
y solo si, 4 es un ideal maximal de %. 


Primero supóngase que .$ es un ideal maximal de 9; luego 4 C 2 y (véase Problema 3) 2/4 es un anillo 
unitario conmutativo. Para demostrar que 2/4 es un cuerpo, hay que demostrar que todo elemento no nulo 
tiene simétrico multiplicativo. 

Para cualquier q e 9 — 4, considérese el subconjunto 


S=la+goxact.xezt 


de 2. Para cualesquiera y e Y y a + qx. se tiene (a + q=x)-y =2*p + g(x* y) eS puesto que ay eS: 
asimismo, y + (a + g*x)€ 5. Asi que S es un ideal de 2 y como 4 C 5, se tiene S = 2. De modo que todo e Y 
se puede escribir  = 4 + q*e con ee 2, Supóngase que para w. la unidad de 2, se tiene 


u=o+gqÍ fez 
De URI (a IR QA ID AI) A AI) NAS) 


se sigue que f + 4 esel simétrico multiplicativo de g + 4. Como q es un elemento cualquiera de Y — 4, el anilio 
de clases laterales 2/4 es un cuerpo. 

Reciprocamente. supóngase que 2/.£ es un cuerpo. Admitiremos que 4 no es maximal en 4 y llegaremos 
a una contradicción. Sea, pues J un ideal de % tal que 4CJC2Z 

Para cualquier ae 2 y cualquier peJ — 4 definase (p + 41 *+(a + 4)= 5 + 4; entonces, 


ar I= (pr IAS 4) 
Ahora, a — p"se 4 y como 4 C//a — p=s EJ. Pero p € 4; luego ae J y J = 9 en contradicción con JC 9, 


Asi, pues, 4 es maximal en Y. 
La nota al Problema 3, página 119, también se aplica aquí. 


122 


DOMINIOS DE INTEGRIDAD, CUERPOS [CAP. 11 


Problemas propuestos 


Enumerar las propiedades que requiere un conjunto para ser un dominio de integridad. 


Partiendo de la adición y la multiplicación definidas como para R, ¿cuáles de los conjuntos que siguen son do- 
minios de integridad? 


(a) (2a+1: EZ) (e) fa+bV3: a,beZz) 
(B) (2a: aez) 0 tr+aV3: r,se Q) 
(c) faV3: a€z) (9) ta+bV2+cV5+dy10: a,b,c.d€ Z) 


() (3: rea) 


Comprobar para el conjunto G de enteros gaussianos (véase Problema 8, Capítulo 10, página 110) que 
(a) G es un dominio de integridad. 

(b) a =« + bi es inversible si, y solo si, Na) = a? + b? = 
(c) Los únicos elementos inversibles son :t1, +1. 


Definir 5 = ((a,, a, a3,a,): a, € R] con adición y multiplicación definidas, respectivamente, por 


(41,42, 99,04) + (Bb b3b) = (01+b,, a7+ dy, 07 + dy, 0, +04) 
y (01,22, 03, 4/(b1,b2,b3,Dp) = (01*b1 07D, 07* dy, 44 *b4) 


Demostrar que $ no es un dominio de integridad. 
En el dominio de integridad 2 del Ejemplo 2(5), página 115, verificar que: 


(a) 33+8Y17 y —33=8y17 son inversibles. 
(6) 48—11Y17 y 379—92Y17 son asociados de 5 +4y17. 
(e) 8 =2:2-2 = 28 + 2V17)(-8 + 2/17) = (5 + VITM5— VI1T7), en donde cada factor es primo; 


luego la factorización única en primos no es una propiedad de 9. 
Demostrar que la relación de asociación es una relación de equivalencia. 
Demostrar que si para ae 2, N(a) es un entero primo, entonces a es un elemento primo de Y. 


Demostrar que un anillo 2 dotado de la propiedad de que para cada a + 2, bc Rexisteunre A talquea=r =b, 
es un cuerpo. 


Sean 9' = ([0], [5]) y 2 = (10), [2J, [4], [6], [8]) subconjuntos de 2 = Z/(10). Demostrar: 
(a) 9' y 9" son subdominios de 2. 

(6) 2" y Z/(2) son isomorfos; y asimismo 2” y Z/(5) son isomorfos. 

(e) Todo ae 2 se puede escribir de manera única como a=«" + a” donde ae 2 y a” ED”. 

(d) Paraa.be2cona=a +a yb=b +0" (a+ b)= (a +0) + (a +b")yarb=a-b +a"-b" 


Demostrar el Teorema II 
Sugerencia, Si b es inversible, entonces O(a) = O[b”*(a » b)] = Gta b). Si b no es inversible, considérese 
a = qla*b) + r donde o bien es r=x 0 bien Mr) < Oah) para a+ 209. 


Demostrar que el conjunto $ de todos los elementos inversibles de un dominio de integridad es un grupo mul- 
tiplicativo. 


Sean Y un dominio de integridad de característica p y D' = (xP: xe 2). Demostrar: 
(a) (at br =ar Hb” (b) La aplicación D=9': xx” es un isomorfismo. 


Demostrar que para todo a + 2, b de cualquier cuerpo, la ecuación ax = h tiene una solución. 
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El conjunto 2 = ((q, + qui + qu + ak): 91 92, 93: qu < R) de cuaternios con adición y multiplicación de- 
finidas por 


(a, + agi+ asi 04k) + (by + bait Dai + bak) = (01 +D) + (02 +dDi + (094 Dadj + (04 + da) 


(a; +agi+ ayi + ak) > (dy + bai dy G +04) = (01D, — 0707 — aada — aby) + (ayba + agb, + 0304 — ayby)i 
+ (a1b9— azb, + agb, + asba)j + (ayb, + agby— aby + a4by)k 


es un cuerpo no conmutativo. Demostrarlo. Comprobar que: 
(a) Los subconjuntos Q, = ((q, + qui + 0) +0£)), Qs = [(q, + 0i + qaj + 0k)) y Qu, 
gak)) de 2 se combinan como el conjunto C de los números complejos; así, * = 


(0) 41, 42, 93,94 conmutan con ij, k. 
ii=k, jk=4, hi=j 
y ki=—á, ik =-j 
(e) cu O definido como en el Problema 17, Capítulo 10, página 111, la aplicación 


E 
=k=-1 


02: (91 + 04, 93 + qa, —03 + quí, q1— 048) > (01 + q2i+ qui + quk) 


es un isomorfismo, 
(/) 2 es un cuerpo no conmutativo (véase Ejemplo 4, página 117). 


Demostrar que un cuerpo es un anillo conmutativo cuyos elementos no nulos poseen simétricos multiplicativos. 
Demostrar que P= ((a, b, —b, a): a, be R) con adición y multiplicación definidas por 

(a,b,—b,a) + le,d,—d,0) = (a+c,b+d,—-b—d,a+0o) 
y (a,b,—b,a)(c,d,—d,c) = (ac— bd, ad + be, —ad— bo, ac— bd) 
es un cuerpo. Demostrar que P es isomorfo a C, el cuerpo de los números complejos. 
(a) Demostrar que (a+5y3: a,b € Q) y [a+5V2+cvV8 + dV10: a,b,c,d € Q) son subcuerpos de R. 
(6) Demostrar que (a +bVZ: a,b € Q)no es un subcuerpo de R. 
Demostrar que S = (a+br: a,b€R, 1 =—4(1+V31)) es un subcuerpo de C. 

= b 

Sugerencia. El simétrico multiplicativo de a + br + 06 5 es a arar es. 


(a) Demostrar que los subconjuntos S = ([0], [5], [10]) y 7 = (10), [3], [6], [9J, 1 del anillo Z/(15) 
son dominios de integridad con respecto a las operaciones binarias sobre Z/(15, 

(6) Demostrar que S es isomorfo a Z/(3) y que, por tanto, es un cuerpo de ls 3. 

(c) Demostrar que T es un cuerpo de característica 5. 


Considérense los ideales A = (2g:g 8 G), B= (5g:3€G),E= (79:88 G)yF= ((1 + Jg:g € G) de G, el anillo 
de los enteros gaussianos. (a) Demostrar que G/A = G/(2) y que G/B = G/(S) no son dominios de integridad. 
(b) Demostrar que G/E es un cuerpo de característica 7 y que G/F es un cuerpo de característica 2. 


Demostrar que un cuerpo no contiene ideales propios. 


Demostrar que los Problemas 3 y 13 implican que si .4 es un ideal maximal de un anillo unitario conmutativo % 
entonces 4 es'un ideal primo de %. 


Capítulo 12 


Polinomios ; 
INTRODUCCION 
Una gran parte del álgebra elemental trata de ciertos tipos de funciones como 


1+27+3x7* papas 5-4 430 


llamadas polinomios en x. Los coeficientes en estos ejemplos son enteros, si bien no siempre es nece- 
sario que así sea. En el cálculo infinitesimal elemental, el dominio de definición de la función es R. En el 
3 


álgcbra tal dominio es C; por ejemplo, los valores de x para los cuales 1 + 2x + 3x? es 0, son — + 


Desde el punto de vista del Capítulo 2, un polinomio en x se puede considerar como una aplicación 
de un conjunto S (dominio de.x) sobre un conjunto 7 (dominio de valores del polinomio). Considérese, 
por ejemplo, el polinomio 1 + ,/2x — 3x?. Si S = Z, entonces T CR, y lo mismo ocurre si S = Q 
osi S=R; si S = C, es entonces TC C. 

Como en los capítulos precedentes, igualdad implica «idéntico a»; así dos polinomios en x son 
iguales si tienen idéntica forma. Por ejemplo, a + bx = c + dx si, y solamente si, a = c y b= d. (Nó- 
tese que a + bx = c+ dx nunca se ha de considerar aquí como una ecuación en x.) 

Ya se sabe que las imágenes de cada valor de x € S son los mismos elementos de T cuando a(x) = 
PB(x) y que, en general, son elementos distintos de T cuando a(x) + f(x). Sin embargo, como se verá 
en el Ejemplo 1 que sigue, esto depende en cierto modo del conjunto de x. 


Ejemplo 1: Considérense los polinomios a(x) = [1]x y f(x) = [1]x*, donde [1] e Z/(5), y supóngase 
que el dominio de definición sea el cuerpo Z/(5) = ([0], [1], [2], (3), [43). Es patente que 
a(x) y Blx) dificren en forma (no son polinomios iguales); pero, como fácilmente se comprue- 
ba, las imágenes para cada x € Z/(5) son idénticas. 


El Ejemplo 1 sugiere que en nuestro estudio de los polinomios empecemos por considerarlos como 
formas. 


FORMAS POLINOMICAS 


Sea % un anillo y sea x, que se llamará una indeterminada, un símbolo cualquiera que no pertenece 
a %%. Se entiende por polinomio en x sobre R una expresión de la forma 


ex) = ar+ar +. = Dat, ER 


en la que solamente un número finito de las a son diferentes de z, el elemento cero de 2. Dos polinomios 
en x sobre R, a(x) tal como se acaba de definir, y 


Ba) = dnr+bial+brat+o-- = Dbjat, drER 


se dicen iguales, a(x) = f(x), siempre que a, = b, para todos los valores de k. 
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En todo polinomio tal como el a(x), cada uno de los componentes ayx%, ayx!, azx?, ..., se dice 
un término; en cada término”/: yx!, a; se llama coeficiente del término. Aquí se han escrito los términos 
de a(x) y de f(x) en un determinado orden (orden natural) y se hará así siempre. De modo que ¡, el su- 
períndice de x, es apenas un indicador de la posición del término a,x' en el polinomio. Asimismo, la 
yuxtaposición de a; y de x! en el término a¿xi no ha de interpretarse como indicación de multiplicación, 
y los signos más entre los términos se han de interpretar como medios de conexión más que como ope- 
radores. De hecho, bien pudiéramos haber escrito el polinomio a(x) anterior como 4 = (Ay, 41, 47, .....). 

Si en un polinomio como «(x) el coeficiente a, ++ z, en tanto que todos los coeficientes de los tér- 
minos que siguen son z, se dice que a(x) es de grado n y a, se llama coeficiente dominante. En particular, 
el polinomio ayx? + zx! + zx? +... es de grado cero con coeficiente dominante ay cuando ay + z 
y no tiene grado (ni coeficiente dominante) si ay = z. 

Denotando por %[x] el conjunto de todos los polinomios en x sobre 2 y definiendo para cualesquie- 
ra a(x), Blx) e R[x] la adición (+) y la multiplicación (+) sobre 2[x] por 


Ú 


a(2) + B(s) (20 + baja + (01 + hija! + (02 + baja? + --- 


Y (0% + bajar 


y ale)" Ple) = ardor + (aób, + ardajat + (aba + 1D, + aba 
3 ) 


= Hex, com «= > adri 
(Nótese que la multiplicación de elementos de 2 se indica aquí por yuxtaposición.) 
Puede ser útil escribir completamente estas definiciones así: 
alx) 


da) El A(x) = (am0d)2 + (0d; Y a10bya 
+ (00d: 9 10d, D m0bjat + ..- 


Bla) = (00d) + (0 b)a + (ar 0 baja? + > 


donde(H] y (7 son las nuevas operaciones definidas sobre 2[x], € y O son operaciones binarias 
R y + es como antes una conexión. 


Es claro que tanto suma como producto de elementos de 2[x] son elementos de 2[x], es decir, 
te tienen un número finito de términos con coeficientes no nulos € 2. Es fácil verificar que la 
sobre A[x] es asociativa y conmutativa y que la multiplicación es asociativa y distributiva con 
o a la adición. Además, el polinomio cero 


24 art = Dz E Rel 
neutro aditivo o elemento cero de R[x] y 
—a(e) = 00 + (aja + (aja + = Diaja € Ría] 
iétrico aditivo de «a(x). Así, pues, 


L El conjunto de todos los polinomios 2[x] en x sobre % es un anillo con respecto a la adi- 
ción y multiplicación definidas anteriormente. 


ax) y f(x) de grados respectivos m y n. Sim ze n, el grado de a(x) + f(x) es el mayor de los 
= n el grado de a(x) + Blx) es a lo más m (¿por qué?). El grado de a(x) - fx) es a lo más 
jue a,b, puede ser z. Sin embargo, si 2 no tiene divisores de cero, el grado del producto 
(Siempre que sea conveniente seguiremos la costumbre de escribir un polinomio de grado m 
ás de m + 1 términos.) 
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Considérese el subconjuntoS"= (rx%: e 2) de A[x] que consiste en el polinomio cero y en todos 
los polinomios de grado cero. Se comprueba fácilmente que la aplicación 


RS: r>10 


es un isomorfismo. Por tanto, podemos escribir según esto ay en vez de a¿x” en cualquier polinomio 
ax) e2[x]. 


POLINOMIOS MONICOS (UNITARIOS)t 


Sea R un anillo con unidad u. Entonces u = ux” es la unidad de 2[x] puesto que ux* + a(x) = a(x) 
para todo a(x) e R[x]. Así que escribiendo x = ux! = zx? + ux!, se tiene x e 2[x]. Ahora bien, 
afíx= xx. : con k factores) = aj! € A[x] de modo que en a(x) = ay + ayx + azx? +++ pode- 
mos considerar el superíndice ¡en a,x' como un verdadero exponente, la yuxtaposición en cualquier 
término ax! como multiplicación en el anillo (polinómica) y la conexión + como adición en el anillo 
(polinómica). 

Todo polinomio «(x) de grado m sobre R con coeficiente dominante u, la unidad de 2, se llamará 
mónico (0 unitario). 

Ejemplo 2: (a) Los polinomios 1,x + 3,x? — 5x + 4 son mónicos, mientras que 2x? — x + 5 no lo 
es, sobre Z. (o sobre cualquier anillo que tenga a Z como subanillo). 


(6) Los polinomios b, bx + f y bx? + dx + e son polinomios mónicos en S[x] sobre el 
anillo S del Ejemplo 1(d), Capítulo 11, página 114. 


DIVISION 
En el Problema 1 se demuestra la primera parte del 


Teorema IL Sean 2 un anillo con unidad u, a(x) = ay + 011 + apd +>:-+ax" <2[x] bien 
él polinomio cero o bien un polinomio de grado m, y B(x) = by + bix +06 +-** 
+ unx” ER[x] un polinomio mónico de grado n. Existe un par de polinomios único 
ar(), ralx); qu(x), ri(x) e R[x] con ry(x), r,(x) polinomios cero o de grado < » ta- 
les que 
(1) ax) = Qp(2)*B(2) + raíz) 


y (1) az) = pla)q,(=) + r,(2) 


En (i) del Teorema II se dice que a(x) se ha dividido a la derecha por B(x) para obtener el cociente 
a la derecha qy(x) y el resto a la derecha re(x). Análogamente, en (ii) se dice que a(x) se ha dividido a la 
izquierda por B(x) para obtener el cociente a la izquierda q,(x) y el resto a la izquierda r,(x). Cuando 
rx(x) = z (r,(x) = 2), se dice que f(x) es divisor a la derecha (a la izquierda) de a(x). 
Para el caso especial f(x) = ux — b = x — 6, el Teorema II da (véase Problema 2) el 
Teorema II. Los restos a la derecha y a la izquierda cuando a(x) se divide por x — b, b € R, son 
respectivamente 


Ta = 00+ab+abt++.-- +anbr 
y Y, = Go +bas + ba + +-- + bd" 
De lo que se sigue el 


Teorema IV. Un polinomio a(x) tiene a x — b-como divisor a la derecha (a la izquierda) si, y solo si, 
TR =Z(r] = 2). 


Ejemplos que ilustren los Teoremas II y IV cuando % no es conmutativo se postergan hasta el Ca- 
Pítulo 15. Lo que queda de este capítulo se dedica al estudio de ciertos anillos de polinomios 2[x] que 
se obtienen especializando cada vez más el anillo de coeficientes 2. 


+ La denominación «unitario» dada a un polinomio de coeficiente dominante a, = u puede prestarse a confusión; se ha 
preferido mantener el neologismo «mónico». N. del T. 
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ANILLOS CONMUTATIVOS UNITARIOS DE POLINOMIOS 


Sea R un anillo conmutativo unitario. Entonces 2[x] es un anillo conmutativo unitario (¿cuál es 
su unidad?) y los Teoremas II y IV se pueden enunciar sin distinguir entre cocientes a la derecha y co- 
cientes a la izquierda (se remplazan ga(x) = q,(x) por g(x)), restos (se remplaza rg(x) = r,(x) por r(x)) 
y divisores. Así (1) y (ii) del Teorema 1I se pueden remplazar por 


(iii) ax) = q(x)* Bla) + r(2) 
y en particular, se tiene el 


Teorema IV”. En un anillo conmutativo unitario de polinomios, un polinomio «(x) de grado m tiene 
a x — b como divisor si, y solo si, el resto 


(a) Tr = ar+ab+ab+-- + ambr = 2 
Cuando como en el Teorema IV”, r == z se dice que bes un cero (o raíz) del polinomio «(x). 
Ejemplo 3: — (a) El polinomio x? — 4 sobre Z tiene 2 y —2 como ceros, puesto que (2? — 4 =0 y tam- 
bién (-2? —4=0, 
(6) El polinomio [3]x? — [4] sobre el anillo Z/(8) tiene los ceros [2] y [6] mientras que el 
polinomio [1]x* — [1] sobre Z/(8) tiene como ceros a [1], [3], [5], [7]. 


Si 2 no tiene divisores de cero, pasa igual con 2[x]. Porque supóngase que a(x) y B(x) son elementos 
de R[x] de grados respectivos m y n, y que 
a(x)B(x) = ambo + (abr +aboz + --- + ambrartr = z 
Entonces, cada coeficiente del producto, y en particular a.b,, es 2. Pero % carece de divisores de cero; 
luego a,b, = z si, y solo si, a, = z.0 si b, == z. Como esto contradice la hipótesis de que a(x) y f(x) eran 
de grados m y n, entonces R[x] no tiene divisores de cero. 
Y se sigue entonces el 


Teorema Y. Un anillo de polinomios %[x] es dominio de integridad si, y solo si, el anillo 2 de los 
coeficientes es un anillo de integridad. 


SUSTITUCION DE LA INDETERMINADA 

Observando el resto 

(a) Tr = do +ab+0b?4 .-+ + amb" 

en el Teorema IV' se ve que se le puede obtener mecánicamente sin más que remplazar x por b en el po- 
linomio a(x) y naturalmente interpretando lat yuxtaposición de elementos como multiplicación en %. 
Así, pues, si se define f(b) como la expresión que se obtiene sustituyendo x por hb en f(x), podemos rem- 
plazar (y así se hará) r en (a) por a(b). Cosa que no es más que el proceso familiar de sustitución del ál- 
gebra elemental («valor numérico») donde (obsérvese) x se considera como una variable más bien que 
como una indeterminada. Z 

Se deja al cuidado del lector demostrar que el proceso de sustitución o de «dar valor numérico» no 
da lugar a dificultades posteriores, es decir, el demostrar que para un b € % dado, la aplicación 


fe) >N6) — para todo fix) e2Lx] 
es un homomorfismo de 2[x] sobre 2. 


EL DOMINIO DE POLINOMIOS $ [x] 


Los dominios polinómicos más importantes se tienen cuando el anillo de los coeficientes es un 
cuerpo 4. Recuérdese que todo elemento no nulo de un cuerpo 4 es inversible en F; y volveremos a 
enunciar los principales resultados de las secciones anteriores para el dominio de integridad F[x] como 


sigue: 


E 


Gr AM 


0 NA 
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Algoritmo de la división. Si a(x), P(x)e F[x] con f(x) * 2 existe un par de polinomios úni- 
eo gl), r(x) donde r(x) es o bien el polinomio cero o de un grado menos que fx), tales e 
a(x)= q(x)* B(x) + (0) oa Ac 
(> 
Para demostración, véase - ¿set 4. 


Si r(x) es el polinomio cero, f(x) se dice divisor de a(x) y se escribe f(x) | a(x). 
Teorema del resto. Si a(x) x — b € FT[x], el resto de dividir a(x) por x— b es a(b). 
Teorema del factor. Si x(x) eF[x] yb €4, x — bes un factor de «(x) si, y solo si, ($) = z, es 
decir, x — b es factor de a(x) si, y solo si, b es un cero de a(x). 
De aquí se sigue 
Teorema VI, Sea a(x) e F[x] de grado m > 0 y coeficiente dominante a. Si los elementos distin- 
tos bi, bz, ..., b, de F son ceros de a(*), entonces 
ex) =a(x — by Mx — ba) >. (x— Bm) 
Para una demostración, veáse Problema 5. 


Teorema VE. Todo polinomio «(x) e F[x] de grado m > 0 tiene a lo más m ceros distintos en 


Ejemplo 4: (a) El polinomio 2x? + 7x — 15€ Q[x] tiene los ceros 3/2, —S, € Q. 


(b) El polinomio x* +2x + 3 € C[x] tiene los ceros —1 + /Z ¿y —1—/2ien C, pero 
x2 + 2x + 36 Q[x] carece de ceros en Q. 


Teorema VIIL Sean a(x), B(x) e F[x] tales que a(s) = Bís) para todo s € 4. Entonces, si el número 
de elementos de FF supera los grados de a(x) y B(x). se tiene necesariamente x(x) 


= Blx). 


Para una demostración, véase Problema 6, 


Ejemplo 5: — Se ve ahora claro que los polinomios del Ejemplo 1 son distintos, ya se consideren como funcio- 
nes O como formas, pues el número de elementos de 4 = Z/(3) no supera al grado de ambos 
polinomios. Lo que en el Ejemplo 1 parecía entonces ser una contradicción con lo que el lec» 
tor ya sabía, era debido naturalmente a que solo ss tenia experiencia con cuerpos infinitos. 


POLINOMIOS PRIMOS 


No es dificil demostrar que las únicas unidades de un dominio polinómico F[x] son-los elementos 
no nulos (es decir, los inversibles) del anillo de coeficientes F. Así, pues, los únicos asociados de 
a(x) € F[x] son los elementos v + a(x) de F[x] en que v es elemento inversible de F. 


Como para todó » + ze F y todo a(x)e F[x], S 
ab) Potato) 
mientras que si alx)= q(x)* Blx) k 


Lx) = [o7* g()] - [o + Bo] 


se deduce que (a) todo elemento inversible de F y todo asociado de a(x) es divisor de x(x) y (b) si 
Px) | a(x) lo mismo se verifica con todo asociado de f(x). Los elementos inversibles de F y los asocia- 
dos de a(x) se llaman dibisores triviales de a(x). Otros divisores de «(x), si los hay, se dicen divisores no 
triviales. 

Un polinomio a(x) e F[x] de grado m= 1 se dice polinomio primo (irreducible) sobre F si solo 
tiene divisores triviales. 
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Ejemplo 6: — (a) El polinomio 3x7 + 2x + Le R[x] es un polinomio primo sobre R. 
(6) Todo polinomio ax + be F[x] con a + z, es primo sobre F. 


EL DOMINIO DE POLINOMIOS C[x] 
Sea un polinomio 


Pla) = bo+bir+ bart +++ +bna" E Clx] 


de grado m = 1. En esta sección nos referiremos a ciertos teoremas elementales acerca de los ceros de 
tales polinomios y en particular acerca del subconjunto de todos los polinomios de C[x] cuyos coefi- 
cientes son racionales. La mayoría de los teoremas se encuentran en cualquier texto de álgebra, si bien 
enunciado en términos de raíces de ecuaciones en vez de ceros de polinomios. 

Supóngase que r e Ces un cero de f(x). Entonces, B(r) = 0 y como b,, ' e C, también b,,' + £(r) = 
Así que los ceros de f(x) son precisamente los de su asociado mónico 


ale) = Da Bla) = d+ aa + aa cd 4 


Siempre que sea más cómodo trataremos de polinomios mónicos. 


Es bien sabido que sim = 1, a(x) = ay + x tiene —ay como cero y sim = 2, alx) = a) + ax + 4? 
tiene H(—a, — /a? — 4ap) y H—a, + Jal — 449) como ceros. En el Capítulo 8 se vio cómo se ha- 
llan las raices de cualquier a € C; así que todo polinomio x" — a e C[x] tiene al menos n ceros en C. 
Hay fórmulas (veánse Problemas 16-19) que dan los ceros de polinomios de grados 3 y 4. Pero se sabe 
también que no se pueden establecer fórmulas semejantes para cualesquiera polinomios de grado m = 5. 

Por el Teorema VII, ningún polinomio a(x) de grado m = 1 puede tener más de m ceros distintos. 
En el párrafo anterior, a(x) = 49 + a,x + x? tendrá dos ceros distintos si, y solo si, su discriminante 
a? — 4a, + 0. Diremos entonces que cada uno es un cero simple de a(x). No obstante, si aj — 4ap = 0. 
cada fórmula da — La, como cero y entonces diremos que —¿a, es un cero de multiplicidad dos de a(x) 
y enumeraremos los ceros así: —%a,, —3a,. 


Ejemplo 7: (a) El polinomio x? + x? — 5x + 3 = (x — 1)H(x + 3) tiene —3 como cero simple y 1 como 
cero de multiplicidad 2. 


(5) El polinomio x* — 9 — 3x?+-5x — 2 = (x — 1P(x + 2) tiene el cero simple —2 y el 


cero de multiplicidad tres, 1 
Aquí se supondrá como postulado el llamado 


Teorema fundamental del álgebra. Todo polinomio «(x) e C[x] de grado m = 1 tiene por lo menos 
un cero en C, 


De aquí se sigue por inducción 


Teorema IX. Todo polinomio a(x) e C[x] de grado m = 1 tiene precisamente m ceros en C, con- 
tando por n ceros todo cero de multiplicidad n. 


Y, por tanto, 


Teorema X. Todo a(x) e C[x] de grado m = 1 o bien es de primer grado o puede escribirse como 
producto de polinomios de primer grado. 


Exceptuados los casos especiales arriba anotados, el problema de hallar los ceros de un polinomio 
dado es difícil y de él no se tratará aquí. En lo que queda de esta sección nos limitaremos a ciertos sub- 
conjuntos de C[x] obtenidos por restricción del anillo de coeficientes. 
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En primer lugar, supongamos que 
lí) = a+ ar + ar+ c+ +ame” E Rx] 
de grado m= 1 tiene el cero r=a + bi, o sea, que 
a(r) = to+ar+ar+--: +anr” = s+ti= 0 
Por el Problema 2, Capítulo 8, página 79, tenemos que 
af) = w+rar+ar+ tano = s+H = 0 
de modo que 


Teorema XL Sir e Ces un cero de un polinomio «(x) con coeficientes reales, 7 también es un cero 
de a(x). 
Sea r = a + bi con b 40 un cero de a(x). Por el Teorema XI F = a — bi también es un cero y 
podemos escribir 


[2 — (a+b4)][2— (a—b)] - a, (2) 
= [2% 2ax +0 +0]: a/(2) 


a(z) 


donde a, (x) es un polinomio de grado inferior en dos al de a(x) y tiene coeficientes reales. Como un po- 
linomio cuadrático con coeficientes reales tiene ceros imaginarios si, y solo si, su discriminante es ne- 
gativo, tenemos 


Teorema XII. Los polinomios de primer grado y los polinomios de segundo grado con discriminante 
negativo son los únicos polinomios e 2(x] que son primos de %. 


Teorema XIIL Un polinomio de grado impar e%[x] tiene necesariamente un cero real. 
Supóngase ahora que 
Bl) = do+bix + bart+ >>> + bae" € Qli] 


Sea c el máximo común divisor de los numeradores de los b y d el mínimo común múltiplo de los deno- 
minadores de los b; entonces, 


ax) = 2) = d+ a+ a+ > +amer € Qle] 


tiene coeficientes enteros cuyos únicos divisores comunes son +1, los elementos inversibles de Z. Ade- 
más, f(x) y a(x) tienen precisamente los mismos ceros. 


Sir e Q es un cero de alx), es decir, si 


ar) = Mar andan” = 0 
se sigue de inmediato que 
li) sir eZ, entonces r | do 


(ii) si r = s/t, fraccionario irreducible, entonces, 
brrals/t) = at” + astro! + aslim?+ +++ + Gm-18"1b + ams? = 0 
de modo que s| ay y 1| 4. Hemos demostrado el 
Teorema XIV. Sea ax) = UTA AAA + ar” 


un polinomio de grado m= 1 con coeficientes enteros. Si s/t e Q, con (s, 1) = 1, es 
un cero de fx), entonces s| dy y 1) am. 
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Ejemplo 8: (a) 


0 


(c) 


(d) 


te 
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Los ceros racionales posibles de 
a(x)= 3 + 2x? — 7 +2 


son El, +2, +4, +3. Como a(l)=0, a(—1) 40, a(2) 4 0, a(—2) =0, a(f)=0, 
a(—4) k 0, (3) + 0, al—3) + 0 los ceros racionales son, pues, 1, —2, | y es, entonces, 
a(x) = 3(x — 1)(x + 2)lx — Y. 

Nota. Por el Teorema VIL, a(x) no puede tener más de tres ceros distintos. Así 
que una vez hallados éstos se pueden descartar todas las otras posibilidades no ensaya- 
das. Aquí no era necesario ensayar las posibilidades —4, 3, —¿. 


Los ceros racionales posibles de 
a(x) = 4x5 - dt 50 + St 
son +1. +3. +4 Como a(1) = 0, a(—1)=0, a(3) = 0, a(—$) = 0, se tiene 
a(x) = 4 — 1) + Dix — Dl + (e 1) 
y los ceros racionales son 1, 1, —1, 4, —4 
Los ceros racionales posibles de 
alx)=xt—2x* — 3x7 + 41 +6 


son +1, +2, +3, +6. Para éstos, solo a(—1) =0 y a(3) =0, así que 
ax) = (1 + 1x — JM? — 2) 


Como ninguno de los posibles ceros +1, +2 de x? — 2 es cero, resulta que x? — 2 es 
un polinomio primo sobre Q y los únicos ceros racionales de a(x) son —1, 3, 


De los posibles ceros racionales: +1, +4, +4, 44, de a(x) = 6x* — 517 + 7x% — 5x +1 
solamente 4 y $ son ceros. Así que a(x) = 6(x — Hx — $)(x? + 1) con lo que x? +1 
es un polinomio primo sobre Q y los ceros racionales de a(x) son 4, 4. 


Los posibles ceros racionales de 
a(x) = 3x*— 617 + 4x? — 10x +2 


son +1, +2, +4, +3. Pero como ninguno anula a a(x), éste es un polinomio primo 
sobre Q. 


MAXIMO COMUN DIVISOR 
Sean e(x) y f(x) polinomios no nulos de F[x]. El polinomio d(x) e F[x] con las propiedades 


(1) d(x) es mónico, 
Q) d(x)] a(x) y dix) | Bo, 
(3) para todo c(x) e F[x] tal que c(x) | a(x) y c(x) | B(x) se tiene c(x) | d(x), se llama máximo 
común divisor de a(x) y B(x). 
Es evidente (véase Problema 7) que el máximo común divisor de dos polinomios de F[x] puede 
hallarse de la misma manera que el máximo común divisor de dos enteros expuesta en el Capítulo 5. 
Con el objeto de variar, demostramos en el Problema 8 


Teorema XV. Sean los polinomios no nulos «(x) y f(x) de F[x]. El polinomio mónico 


(5) d(x) = s(x)" a(x) + 100)+ Bl), 50), 1(x) e F[X] 


de mínimo grado es el máximo común divisor de a(x) y B(x) 


Se deduce que 


Teorema XVI. Sean a(x) de grado m = 2 y f(x) de grado n =2 de F[x]. Hay polinomios no nulos 
nx) de grado n — 1 a lo más y v(x) de grado m — 1 a lo más, de F[x] tales que 


(c) plx) + a(x) + v(x)* Br) = 7 


si, y solamente si, «(x) y f(x) no son primos entre sí. 


Para una demostración, véase Problema 9. 
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y 
Teorema XV. Si a(x), Bo), p(x) e FLx] con ax) y plx) primos entre sí, entonces p(x) | a(x) + Bla) 
implica p(x) | Blx). 
En el Problema 10 se demuestra el 


Teorema de factorización única. Todo polinomio a(x) de grado m = 1 y de coeficiente dominante a, 
de F[x], puede escribirse 


ala) = ar pel) (p,(a))" + [o (2) 


donde los p¡(x) son polinomios primos mónicos sobre F y los m; 
son enteros positivos. Además, salvo el orden de los factores, la 
factorización es única. 


Ejemplo 9: Descompóngase a(x) = 4x* + 317 4 4x? + 4x +6 sobre Z/(7) en un producio de poli- 
bomios primos, 
Tenemos, sobrentendiendo que todos los coeficientes son clases residuales módulo 7, 
art+ 200 + dal d+ OO = dat 24d 4 42 d+ 20 
a+ 64 aho) = 4(2+1)(09+ 524 32 +8) 
Alo + ia +24 20 +4) = dla + ir +3) +8) 8) 
= A+ 1)(2 4 3)2(x +6) 


al) 


PROPIEDADES DEL DOMINIO DE POLINOMIOS F[x] 


El anillo de polinomios F[x] sobre va cuerpo F tiene ciertas propiedades que se corresponden 
con las del anillo Z de los enteros. Por ejemplo, ambos tienen elementos primos, ambos son anillos eucli- 
dianos (véase Problema 11) y ambos son anillos ideales principales (véase Teorema IX, Capítulo 10, 
página 108). Además, y de esto nos ocuparemos aquí principalmente, F[x] puede ser particionado 
por cualquier polinomio A(x)e F[x] de grado n= 1 en un anillo 


Fx/Atx)) = (Lat), (860, ---3 


de clases de equivalencia asi como Z lo es en el anillo Z/(m). Para cualesquiera a(x), Ple) e F[x] se 
define 


m7) [odx)] = (ax) + qx) + A) 30) e FED 
Entonces, «(x) e [a(x)], pues el elemento cero de F es también elemento de F[x], y [a(x)] = [801 


si, y solo si, aíx) = B(x) (mod Ax), es decir, si, y solo si, 24x) | (a(x) — B(x)). 
Definamos ahora la adición y la multiplicación entre estas clases de equivalencia por 


[atx)] + [86] = [a() + 860] 
y Fo(e)] - [860] = [a(x) + BON] 


respectivamente, dejando al lector la demostración 


la) La adición y la multiplicación son operaciones bien definidas sobre F[x]/0.(x)). 


(5) FLx]/04x)) tiene [2] como elemento cero y [u] como unidad, donde.z y u respectivamente 
son el cero y la unidad de 4. 


tc) FLx]/(Afx)) es un anillo conmutativo unitario 
En el Problema 12 demostramos el 


Teorema XVHL El anillo PTx]/0.(x)) contiene un subanillo isomorfo al cuerpo F. 
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Si Mx) es de grado 1, es claro que F[x]/(M(x)) es el cuerpo i 2(x) es de grado 2, F[x]/Qx) 
consta de 4 junto con todas las clases de equivalencia ([ay + a1x]: ao, a, e F, a, + 2); en general, 
si 2(x) es de grado a, tenemos 


FTXI/Odx)) = [Lao + ax + a + +, 107 ]:0,€F) 
Ahora bien, las definiciones de adición y multiplicación entre clases de equivalencia y el isomorfismo: 
a, => [a;] implican 


[00 +a12 + aya? +-- 


+ap1272] = [00] + [a1][x] + [a] - [2] +--- + [4-1]. [2]. 
do + ar[a] + ala]. + +++ + na [a]7* 


Como una última simplificación, remplazando [x] por E tenemos 
FLO) = (a) +41 + a ant 
En el Problema 13 se demuestra el 


¡s) 


Teorema XIX. Elanillo F[x]/0(x))es un cuerpo si, y solamente si, (x)es un polinomio primo sobre 4. 
Ejemplo 10: — Considérese A(x) =x? — 3 € Q[x] un polinomio primo sobre Q. De manera que 
Qlx]/(2?=8) = tata: aa, EQ) 


es un cuerpo con respecto a la adición y multiplicación definidas como de ordinario excepto 
en que en la multiplicación hay que remplazar ¿* por 3. Es fácil hacer ver que la aplicación 


a) +0 e a +ay 
es un isomorfismo de Q[x]/(x? — 3) gobre 
QUVE] =- (ap +av3: ep, a, € Q), 
el conjunto de todos los polinomios en ./3'sobre O. Evidentemente, Q[/3] CR de modo 


que O[/3] es el mínimo cuerpo en que x — 3 se factoriza enteramente 


El polinomio x? — 3 del Ejemplo 10 es el polinomio mónico sobre Q de grado mínimo que tiene 
/3 como raiz. Siendo único, se le llama el polinomio mínimo de .//3 sobre Q. Nótese que el polinomio 
mínimo de 3 sobre R es x— Y. 


Ejemplo 11: — Sea 4% = Z/(3)= [0.1,2) y tómese Mx) = 1? + 1 un polinomio primo sobre 4. Constrú- 
yase la tabla de adición y multiplicación para el cuerpo F[x]/0.(x)). 


Aquí FIJA) = [do + 416: 49.0, EF) 
=(0.1,2.£,26.1+€,1+28,2+6,2+ 28) 
sl 


Como M5) = ¿2 + 1 = [0], tenemos ¿? = [—1] = [2] ó 2. Las tablas son: 
E E 1 2 ¿ 1+¿ 1+2 246 242 
0 0 1 2 S 2 14E 14% 24E 242 
1 1 2 0 SI+HE 1FE 24F 242% E 2 
2 2 o 1 24: 242% € 2/0 146 142 
é ¿ EE 24 2 o 142 1242 2 
ER 2 1+2% 242% 0 ¿ 1 1+£ 2  2+£ 
146 | 1+2  2+5 E Pe Y 242 02 2 o 
142 |1+2% 242 2 1 146 2. 24 0 E 
246 | 2+£ € l+£  2+2 2 2 o 1+2 1 
Pra | 2+ 2 "2% 12M 2. 2+£ o E 1 1+£ 


Tabla 12-1 


AD AA 


ds a) 
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po 1 2 ¿ 2 146 142 246 242 
0 0 0 0 0 0 o 0 0 o 
1 0 1 2 ¿ 2 14 142% 2+6 242 
2 0 2 1 PA £ 242% 24 142% 1+6 
£ o é 2 2 1 24£ 146 242% 1+2% 
2 o 2 E 1 2 14H 242% 146 245 
1+£ | o 1+g 242%  24+£ 142% 2 a E 
1+2 | o 142 246 146 2+2 2 € e 1 
24 0 246 142 242% 1+€ 1 2 2 
24+2 | 0 242% 146 142% 2+6 ¿ 1 2 2 


Tabla 12-2 
Sea F = Q y tómese Mx) =x? + x + 1, un polinomio primo sobre F. Halíar el simétrico 
multiplicativo de -+¿+1e 4 [xJ/M0). 


Aquí FL]/(Mx)) = (ao + aré + azé”: ap, a, 6, € 0) y como ME) =E + ¿4 1=0, 
tenemos E3 = —1 — Ey E* = —¿ — E? Un procedimiento para hallar el simétrico pedido es: 


hacer (a9 + 415 + ME 1X1+E+E)=1, 

.multiplicar sustituyendo ¿* y E*, 

igualar los correspondientes coeficientes de E”, £, ¿2 

y despejar y, y, 47. 
Por lo general, esto resulta más tedioso que Seguir la demostración de existencia del simétrico 
en el Problema 13. Así, utilizando el algoritmo de la división, encontramos 

1 = HO+HE+DO E + YO4 + NO 26 +2) 

Entonces, (44D 1(1— e+e+ De 2+2)) 
de modo que KOH DP 242) = 1 
y así HE — 2€ + 2) es el simétrico pedido. 


Demostrar que el cuerpo A[x]/(x” + 1) es isomorfo a C. 
Tenemos R[xJ(? + 1) = [as + 215: ap, a, e R). Como ¿? = —1, la aplicación 
49 + a+ a + al 


es un isomorismo de R[x]/bx? + 1) sobre C. Tenemos, pues, un segundo método para cons- 
truir el cuerpo de los múmeros complejos con el cuerpo de los números reales. No es posible, 
en cambio, utilizar tal procedimiento para construir el cuerpo de los números reales a partic 
de los racionales. 


El Ejemplo 13 ilustra el 


Teorema XX. Si u(x) de grado m=2 es un elemento de F[x]. existe un cuerpo 4", con F CF", 
en que a(x) tiene un cero. 


Para una demostración, véase Problema 14. 


Es de notar que sobre el cuerpo F' del Teorema XX, «(x) puede o no escribirse como producto de m 


factores de grado uno. Sin embargo, si a(x) no se factoriza completamente sobre 4”, tiene un factor 
Primo de grado n == 2 que se puede utilizar para obtener un cuerpo 4", con F [ F' CF", en el cual 
alx) tiene otro cero. Como a(x) tiene solamente un número finito de ceros, el procedimiento se puede 
reiterar siempre un número suficiente de veces para llegar así a un cuerpo F'% en que a(x) se factorice 
por completo, 


Véase Problema 15. 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar: Sea % un anillo con unidad u; sea 
ax) = 00 + ax + a+ + ape Rx] 
bien el polinomio nulo o bien de grado m; y sea 
Bl) =bo+bix+ ba + + ue Rx] 


un polinomio mónico de grado n. Existe entonces un par de polinomios único qg(x), ra(x) € 2[x] 
con ra(x) ya nulo, ya de grado < n tal que 


() a(x) = qp(a)-Ble) + rulz) 
Si a(x) es el polinomio nulo o si m > m, entonces (i) es válida con ga(x] 


Sea n <m, El teorema es trivial una vez más sim =00sim=1yn= 
se a(x) = ay + a1x y B(x) = bo + ux. Entonces, 


2 y ralx) = alx). 
. Para el caso m 


ala) = aytaz = alby+uz) + (a) —arbo) 


y el teorema es cierto con gn(x) = a, y ra(x) = ao — aybo. 

Vamos a emplear ahora el principio de inducción del Problema 27, Capítulo 3, página 37. Para ello supon- 
gamos que el teorema es cierto para todo a(x) de grado =< m — 1 y consideremos a(x) de grado m. Ahora bien, 
yx) = ax) — anx"""- Plx) e R[x] y tiene grado <m. Por hipótesis, 


yx) = 8(u)* ple) + ríz) 
con r(x) de grado n — 1 a lo sumo. Entonces, 
ala) = vz) + amarme. pla) = (8(%) + anar") + pla) + r(w) 
= qr(=)* Ple) + rele) 
donde gg(x) = d(x) + anx""” y ra(x) = r(x), como se requería. 
Para demostrar la unicidad, supongamos 
a(2) = anta) pla) + raíz) = gala)" Bl) + raíz) 


Entonces, (ant=) — q (0)) Pl) = rale)—ralz) 


1 


Pero rg(x) — rg(x) tiene un grado que es m— 1 a lo más, mientras que, al menos que gu(x) — qa(x) ==, 
(ax(x) — qxlx) * Bix) tiene grado n por lo menos. Así que gr(x) — qa(x) = z y entonces ralx) — ra(x) = 2, lo 
cual demuestra la unicidad. 


2. Demostrar: El resto a la derecha de dividir a(x) = ay + a1x + a2x? +0: + ax" e R[x] por 
x—=b,beR, es rg= ay +ajb + ab? + >> + amb". 


Considéreso 
ale) — tg = afe—b) + aged) + -- + an(em— bm) 
= da + age+b) + 000 + amlam—l + bamo2 + >> 4 9m=1)) + (20) 
= quiz) *(=—b) 
Entonces, ale) = qm(x)"(x—b) + rr 


Según el Problema 1, el resto a la derecha es único; luego rf es el resto a la derecha requerido, 
3. Enel anillo de polinomios S[x] sobre S, el anillo del Ejemplo 1(d), Capítulo 11, página 114, 


(a) Hallar el resto cuando a(x) = cx* + dx? +"cx? + hx + g se divide por B(x) = bx? + fx + d. 
(b) Comprobar que f es un cero de y(x) = cx* + dx? + cx? + bx+d. 
y 
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(a) Procederemos como en la división ordinaria con una va- ori+ had 
riación. Como $ es de caracteristica dos, s + (-1)=s ++ d+ ford] 
para todo s. 1 € S; luego, en el paso «cambiar los signos Ca fa 


y Sumar», sumaremos simplemente. 


El resto es rlx) =gx+/. he ha 
had + ga + ez 
(6) Aqui f?=c, f! =cf=e y f*=h. Entonces A da + y 
YN) = eh+de+ 2 bid de fat d 
+ 


=droti+1+d 


a 


como se pedía. 


Demostrar el algoritmo de la división enunciado para el dominio de polinomios F[x]. 


Nota... Era necesario que Bl) fuese mónico en el Teorema il. página 126. y en su nuevo enunciado para ani- 
llos conmutativos unitarios. 


Supóngase ahora que a(x), f(x) € F[x] con b, + u por coeficiente dominante de B(x). Entonces, como hz * 
siempre existe en F y $'(x) = bz ' * flx) es mónico, podemos escribir 
ax) = q Blx) + r(2) 
= 0,1060] - 16,82) + 70 
= qle)* Bla) + ría) 


con r(x) polinomio mulo o de grado inferior al de £(x). 


Demostrar: Sea a(x) e F[x] de grado m > 0 y coeficiente dominante a. Si los elementos distintos 
bi, Da, .... bn de F son ceros de a(x), entonces a(x) = a(x — b,1x — b3)...(x — bm). 


Supóngase m = 1 de modo que alx) = ax + a; tenga como cero a hy. por ejemplo. Entonces, a(b,) = 
aby +01 =z, a =ab, y 
a(x) = arta, = ax—«b, = aby) Ñ 
, EEN 
El toorema es cierto para m= l. Q/x - La > 


Supóngase ahora que el teorema es cierto para m = k y considérese a(x) de grado k + 1 con ceros 51, ba, .. 
+1 Como. b, es un cero de a(x), tenemos porel teorema de factorización 


o(x) = ala) + (e--by 


donde gfx)es de grado k con coeficiente dominante a. Como «db; 
y como b,— 6,.+ = para todo ¡+ 1, se sigue que by» ba, «- 


46))-(b,=b1) ==paraj=2,3,-..,k +41 
1 Son k ceros distintos de g(x). Por hipótesis, 


q(x) = a(r— bote by) == (1 óga1) 


ñ 


Entonces. ala) = arde bi) +0 (bye) 


y la demostración por inducción queda completada. 


Demostrar: Sean a(x), B(x) e F[x] tales que a(s) = Pís) para todo se 4. Entonces, si el número 
de elementos de 4 excede del grado de a(x) y de f(x), se tiene necesariamente a(x) = B(xJ. 


Hagamos y(x) = alx) — Blx). Entonces, y(x) o €s el polinomio nulo o es de grado p que con seguridad no 
supera al mayor de los grados de a(x) y f(x). Por hipótesis, )4s) =-a(s) — fs) para todo se F. Entonces, )(x) == 
pues si no y(x) tendría más ceros que su grado, en contra del Teorema VII, página 128) y x(x) = f(x) como se 
afirma. 
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7. Hallar el máximo común divisor de a(x)=6x* + 7x* — 51% —-2x?=x+1 y f(x) =6x* — 
5x* — 19? — 13x — $ sobre Q y expresarlo en la forma 


díx) = s(x)re(x) + t(x)- plz) 


Procediendo como en el problema correspondiente con enteros, encontramos 


al) = (e+2)-Blo) + (245449074307 +11) = quíe)*A(x) + rule) 
Bo = ¿ln + RA+2 += ala orto + ra) 
rx) = 35 (2562 + 352) +rale) 


Como rz(x) no es mónico, es un asociado del máximo común divisor buscado d(x) = 2 + hr +4. 


De modo que rx) = Bla) — ade) rita) 
= Bla) — que) ra(z) + qu(z) =qa(z) * Plz) 
= que) vaa) + (1+ quiz) + au(z)) * B(2) 

= — 5 (0x—28)=0(x) + Gén 1214)+ Aa) 
yasi.entonces, día) = ¿rd = — pp (82—28)0a(x) + ¿(8 1214): (0) 
8. Demostrar: Sean los polinomios no nulos «(x) y B(x) de F[x]. El polinomio mónico 
dx) = So(x)*a(x) + tobx)* BJ sol): tab) E FLA 
de grado mínimo es el máximo común divisor de a(x) y B(x). 
Considérese el conjunto 


S= (st) a(x) + 400 * 800): sx). 10) e FED) 


Es claro que éste es un subconjunto no vacio de F[x] y, por tanto, contiene un polinomio no nulo d(x) de grado 
mínimo. Para todo b(x) e S, tenemos, por el algoritmo de la división, b(x) = q(x) * ó(x) + r(x) donde r(x)e S 
(demostrar esto) o bien es el polinomio nulo o bien tiene grado menor que el de ó(x). Entonces r(x) == y b(x) = 
alx)* ó(x) de modo que todo eleménto de: $ es un múltiplo de d(x). Así, pues, d(x)| a(x) y ó(x) | P(x). Además, 
como ó(x) = So(x)- a(x) + Zo(x)” B(x), cualquier divisor común c(x) de a(x) y flx) es divisor de d(x). Pero si ó(x) 
es mónico, es el máximo común divisor d(x) de a(x) y P(x); y si no, existiría un elemento inversible r tal que e ó(x) 
es mónico y d(x) = »*ó(x) es el máximo común divisor buscado. 


9. Demostrar: Sean a(x) de grado m=2 y f(x) de grado n =2 de F[x]. Hay entonces polinomios 
no nulos p(x) de grado n — 1 a lo más y víx) de grado m — 1 a lo más en 4[x] tales que 
(c) p(x)=a(x) + v(x)- pla) = 2 
si, y solo si, a(x) y f(x) no son primos entre sí 


Supóngase que ó(x) de grado p = 1 es el máximo común divisor de a(x) y f(x) y escribase 
az) = aglz)*s(x), Bo) = Bolz)"8(z) 
Es claro que xo(x) tiene grado <m.-— 1 y f(x) tiene grado <n — 1. Además, 
Bolx)=a(x) = Bol) =ao(z) + 5(x) = anta) » [Bolz) =S(z)] = aqlz)" Bla) 
de modo que Bole) *a(z) + [aola) + Bla)] = 2 
y se tiene (c) con p(x) = f(x) y vx) = —ao(x). 
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Recíprocamente, supóngase que se verifica (c) con xx) y B(x) primos entre si. Por el Teorema XV, página 131, 
tenemos 
u = sía)+a(x) + t(2) + B(a) para ciertos s(x), x)e F[x] 
Entonces, mx) = plajes(a) ral) + nde) + e) + PG) 
alz) [—v(x) + Blo)] + uta) + tx) + pla) 
Als) lutz) + a) — r(z) ala] 


" 


K 


y Btx) | tx). Pero esto es imposible; luego (c) no se verifica si a(x) y B(x) son primos entre sí. 


10. Demostrar: El teorema de factorización única es válido en F[x]. 


Considérese un polinomio a(x) e F[x]. Si a(x) es primo, el teorema es trivial. Si a(x) es reducible, escri- 
biendo a(x) = a - Blx) - p(x) donde f(x) y y(x) son polinomios mónicos de grado positivo menor que el de a(x), 
entonces o bien f(x) y y(x) son polinomios primos, como se exige en el teorema, o uno o ambos son reducibles 
y pueden escribirse como producto de dos polinomios mónicos. Si todos los factores son primos, se tieno el teore- 
ma; si no .... . Este proceso no puede seguirse indefinidamente (por ejemplo, en el caso extremo obtendriamos 
a(x) como producto de m polinomios de primer grado). La. demostración de unicidad se deja al lector, quien 
también puede usar el procedimiento de inducción del Problema 27, Capítulo 3, página 37, eo la primera parte 
de la demostración. 


13M. Demostrar: El anillo de polinomios F[x] sobre el cuerpo % es un anillo euclidiano. 


Para todo polinomio no nulo a(x) e: $ [x] defínase 6(4) = m donde m es el grado de a(x). Sia(x), Plx) € F[x] 
tienen, respectivamente, grados m y n, se sigue que O(a) =m, 9(8) = n, Ola» $) =m +n y, por consiguiente, 
Ola» Bj = Ola). Pero ya se ha establecido el algoritmo de la división: 


ax) = q() * Pix) + r(x) 


donde r(x) o bien es 7 o de grado inferior al de f(x). Así, pues, o bien r(x) = z o bien 0(7) < 0(8), como se 
afirma. 


12. Demostrar: El anillo F[x]/(Q0)) contiene un subanillo isomorfo al cuerpo F. 


Sean a, b elementos distintos de %; entonces, [a], [b] son elementos diferentes de F[x]/0x)) puesto que 
[a] = [4] sí, y solo si, A(x)] (a — b). 

Entonces, la aplicación 2 > [a] es un isomorfismo de F sobre un subconjunto de F[x]/((x)), pues es 
biyectiva y se preservan las operaciones de adición y multiplicación. Se deja al lector el demostrar que este sub- 
conjunto es un subanillo de F(+)/Q0). 


13. Demostrar: El anillo F[x]/((x)) es un cuerpo si, y solo si, 2(x) es un polinomio primo sobre F.. 


Supóngase que A(x) es un polinomio primo sobre F. Entonces para todo [a(x)] + [2] de F[xY/Mx)) 
tenemos por el Teorema XV, página 131, 


u =a(x)- Bl) +3)" Hx) — para ciertos Blx), p(x)e F[x] 


Abora bien, A(x)| w — a(x)- f(x) de modo que [a(x)] + [$(x)] = [u]. Luego, todo elemento no mulo (a(x)] e 
F[xJ/QUx) tiene simétrico multiplicativo y 4[x]/Qx)) es un cuerpo. 

Supóngase que Mx) de grado m 2 2 no es polinomio primo sobre Fo sea que Mx) = px)" v(x) donde 
Ho, vix) e 4 [x] tienen grados positivos s y £ tales que s + £=.m. Entonces, 5 < m de modo que A(x) | ulx) 
y Lu] + [2]: análogamente, [v(x)] + [2]. Pero [stx)] - [v(2)] = Ent) * v(2] = Du] = [2]. Así, pues, como 
[utx)], [16] e FEXJ/OLS)), se sigue que F[x]/0.x)) tienen divisores de cero y mo es un cuerpo. 
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14, 


15. 


16. 


Y. 


Demostrar: Si a(x) de grado m >= 2 es un elemento de F[x], existe un cuerpo F' con F E F'en 
que a(x) tiene un cero. 


El teorema es trivial si a(x) tiene un cero en F; supóngase que no es así. Entonces existe un polinomio primo 
mónico A(x) e F[x] de grado n = 2 tal que A(x) | e(x). Como Mx) es primo sobre F, defínase F'* = FL[x]/0(x)). 
Ahora, por el Teorema XVIIL, página 132, 4 C F' de modo que a(x) e F [x]. Así que existe ¿e 4" tal 
que A(£) = [2]. Con lo cual £ es un cero de a(x) y F' es un cuerpo que cumple lo exigido por el teorema. 


Hallar un cuerpo en el cual x? — 3 € Q[x] (a) tiene un factor, (b) se factoriza completamente. 
Considérese el cuerpo Q[x]/(x? — 3) = (ao + a, + azÉ*: a9, 01,07 € Q) 
(a) El cuerpo así definido es isomorfo a 
F'= fa) +0,/3+ a,/9: a9.a,,0,€ 0) 
en el cual x? — 3 tiene un cero. 


(6) Como los ceros de x* — 3:son J3, Y3w, 3 w*, es claro que x? — 3 se factoriza enteramente en 
F"=F [o]. 


Derivar fórmulas para los ceros del polinomio cúbico a(x)= ay + ayx + azx? + x* sobre C 
si ay 40. 
La deducción se basa en dos cambios a nuevas variables: 


li) Sia, =0, hágase x = y y procédase como en (ii) abajo; si a, + 0, hágase x = y + v y elijase y de modo 
que la cúbica que resulte carezca del término en y”. Como el coeficiente de este término es az + 30, la re- 
lación apropiada es x = y — a7/3. Sea el polinomio resultante 


Bly) = dy—ag3) = q+py+y? 
Si q =0, los ceros de f(») son 0, /—p, —./—p y los ceros de a(x) se obtienen disminuyendo cada 
cero de f(y) en a,/3. Si q + 0 pero p = 0, los ceros de f(») son las tres raíces cúbicas p, wp, w*p (véase Ca- 
pítulo $) de —q, de donde los ceros de a(x) se obtienen como antes. Para el caso pg + 0, 
(ii) Hágase y = z — p/3z para tener 
Y) = pa—=plsz = P+q- 0 = Liar PR 
z 


Entonces, cualquier cero, s por ejemplo, del polinomio ó(z) = 2% + q2? — p?*/27daelceros — p/3s — a7/3 
de a(x); los seis ceros de ó(z) dan, como se puede demostrar, cada cero de a(x) dos veces. Escribase 


52) = "24H —V + 4p9/27)] - [5 + Ha + Va + 49727) 
y denótense los ceros de 23 + J(q — Va? + 4p3/27) por A,wA, «w*A. Los ceros de a(x) son entonces: 
A—=pf3A— a7/3, vA — wp/3A — a7/3, y w0%A — wp/3A — 2/3. 


Hallar los ceros de a(x) =—11 — 3x + 3x2 +0. 
La sustitución x= y 1 da 
Bly) = du—1D) = 


A su vez, la sustitución y = 2 + 2/z da 


6— by + y 


Y(2) = Bl+2/a) = 248/86 = 


Tómese A = ./2; entonces los ceros de e(x) son 


Vi+Vi-1, oV2+2Via, eV2+0Vi-1 


El lector deníostrará ahora que, salvo el orden, estos ceros se obtienen tomando 4 = J/4. 
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18. Obtener un procedimiento para hallar los ceros del polinomio de cuarto grado 
a(x) = ay + ax + az? + ay + at € Cle), si 40% 0. 
Si a, + 0, hágase x= y — a3/4 para obtener 


Pu) = aly—as/á) = by + by + bay? + yt 


" 


Ahora bien, 140) (e + 2qu + yXr — 2qy + y!) 
= pr+ 2lr-ply + (r+p- 4) + y* 


siempre que existan p, g,r e C que verifiquen 
pr=b.  2dr= =b, r+p-4= bh 
Si 5; =0, tómese q = 0; si no, con q + 0,.se halla 
2p = b,+ 4q? — d,/2q y 2r = ba+4q2+ d1/2q 
Como 2p*2r = 44, tenemos 
(i) 64q? + 320491 + 4(B— db)? — bi = 0 
Así que considerando el primer miembro de (i) como un polinomio de tercer grado en g?, cualquiera de sus ceros 


distinto de O dará la factorización pedida. Entonces, con los cuatro ceros de f(y), los ceros de a(x) se obtienen 
disminuyendo cada uno de éstos en a/4. 


19. Hallar los ceros de a(x) =35— 16x — 41% + x1% 
Con a = y + 1, obtenemos 
Blu) = «(y +1) = 16— 24y — 6y? + yf 
Aquí, (i) del Problema 18 se convierte en 


B4g? — 192q* — 112q? — 576 = 16(q? — 4)(4g* + 492+9) = 0 
Tómese q =2; entonces p =8 y r =2 de manera que 


16 — 24y — 6y2+ yl = (8+4y + (2 —4y + y?) 


con ceros —2 + 2/ y 2-4 //2. Los ceros de a(x) son —1 +21 y 3+/2 


Problemas propuestos 


20. Dar un ejemplo de dos polinbmios en x de grado 3 con coeficientes enteros y cuya suma sea de grado 2. 


21. Hallar la suma y producto de cada par de polinomios sobre el anillo de coeficientes indicado. (Para comodidad, 
se han remplazado [a], [b], ..., por a,b,.... 


(a) 4ex+ 20, 14+2x4 3x2; ZAS) 
(b) 145x421, 74 2x +3x* + 43%; Z/(8) 
(0) 2+2x4 0,4400 +1; Z/3) 


Resp. (a) 3x4 + 4x4 4204 xt 
(E 
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22. En el anillo de polinomios S[x] sobre S. el anillo del Problema 2, Capítulo 10, página 108, comprobar: 
(a) (D+gx+J0 4 (de c+ ex+ A 
(6) (0 + gx + Na + cx) =b 4x4 cx? + 
(0) (b+gx+fNd+ ex) =b+ex+ bx 
(d) f + bx y e + ex son divisores de cero 
le) ces un cero de + cx+ fe + ex + de. 


23. Dados a(x). f(x), 1(x) e F[x] con coeficientes dominantes respectivos a, b, e y supuesto a(x) = Bx) * p(x), de- 
mostrar que a(x) =a + f'(x)=3'(x) con f'(x) y 3'(x) polinomios mónicos. 


24. Demostrar que 2[x] no es un cuerpo para cualquier dominio de integridad 2. 
Sugerencia. Sea a(x) e 2| x] de grado > 0 y supóngase que f(x) e 2[x] es un simétrico multiplicativo de a(x). 
Entonces a(x)* f(x) tiene grado > 0, una contradicción. 


25. Factorizar en productos de polinomios primos sobre (i) Q, (ii).R, (iii) C. 
(a) x*=1 lc) 6xt+ 50 4 4x2 2x1 
b) *-4e—-x+2 (d) 4x5 + 4xé — 13x? — (1x7 4 10x 46 
Resp. (a) (x—1)(x + 1)? + Ijosobre Q, R; (x — lx + 1)(x — ¿Mx + ¿) sobre € 
(4) (x — 1)(2x + 112x + 3)(a? — 2)sobre Q: (x — 1)(2x + 1N2x + 3Mx — /2)(x + y/2) sobre R, € 


26. Factorizar en productos de polinomios primos sobre el cuerpo indicado. (Véase nota al Problema 21.) 
la) x2 +1; ZAS) lc) 2x7 +2x +1: ZAS) 
() ++ 1: 2/6) (d) 3 +4? +3: ZI(5) 
Resp. la) (x+24x +3) (d) (x+2P(3x +2) 


27. Factorizar x* — 1 sobre (a) Z/(11), (5) Z/(13). 


En (d) del Problema 26 obtener también 3x? +41? +3 = (x + 2lx +4)3x + 1). Explicar por qué esto no 
contradice al teorema de factorización única. 


8 


En el anillo de polinomios S[x] sobre 5, el anillo del Ejemplo 1(d). Capítulo 11, página 114, 


(a) Demostrar que bx? + ex + g y gx? + dx +b son polinomios primos. 
(b) Factorizar hx* + ex? + cx? 4h, 
Resp. (b) (bx+bllex + gNex + dXhx + e). 


30. Hallar todos los ceros sobre C de los polinomios del Problema 25. 
31. Hallar todos los ceros de los polinomios del Problema 26. Resp. (a) 2,3: (4) 1.3,3 


32. Hallar todos los ceros del polinomio del Problema 29(b). Resp. b.e.f.d 4 


33. Enumerar los polinomios de la forma 3x? + cx + 4 que son primos sobre Z/(5). 
Resp. 3x2 +4, 3 +x+4, 31 +4x+4 


Enumerar todos los polinomios de grado 4 primos sobre Z/(2). 


Demostrar los Teoremas VII, IX y XIIL 


36. Demostrar: Sia +b,/c con a,b.ce Q y si no siendo C un cuadrado perfecto es un cero de a(x) e Z[x]. 


también lo es a — by/2. 
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37. 


AL 


42. 
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Sea 22 un anillo conmutativo unitario. Demostrar que 4(x] es un anillo ideal principal. ¿Cuáles son los ideales 
primos? 


Formar polinomios a(x) e Z[x] de mínimo grado que tengan entre sus ceros: 
(a /3y2 () 1y2+3/5 (e) 1+ ide multiplicidad 2 
(b) iy3 (0) -14+1y2-3 

Resp. (a) x* —2x*—3x +6, (d) xi -- 207 + 7% + 18x + 26 


Verificar que el polinomio mínimo de ,/3 + 2i sobre 4 es de grado 2 y sobre Q es de grado 4. 


Hallar el máximo común divisor de cada par a(x), B(x) sobre el anillo de coeficientes indicado y expresarlo en 
la forma s(x) + alx) + t(x)- Bo). 


() Sr a—31+2, 1842-72; Q 

(0) Sui — 6x1 + 120? +80 —6, 23— 3? +63; Q 

(c) 25— 3igd — 2igl—6, 2-21; € 

(dd) 43042 22 a +2 Z5) 

ld) ¿4 ea 2 Z 13) 

() ext4 had et+ ge te, gr + hal + de + g; $ del Ejemplo 1(4). Capítulo 11. página 114 


Resp. (b) a 108% +177)= a(x) + (111.5 + 2182? — 8182 — 503)» B(x) 
(d) (2+2)+a(x) + (40% +x+2)+B(x) 


(7) (gx +h) + ale) + fer? + ha + e)» Bla) 


Demostrar el Teorema XVII, página 132. 


Demostrar que todo polinomio de grado 2 de F[x] del Ejemplo 11, página 133, se descompone completamente 
en factores en F[x]/(x? + 1) dando los factores, 


Respuesta parcial. 241 = (+E(e+2); 242 = (04 E 4222; 
284424 1= (4441224542) 


Estudiar el cuerpo P[xJ(x? — 3). (Véase Ejemplo 10, página 133.) 


Hallar el simétrico multiplicativo de E? + 2 en (a) O[x]/(0P + x+2), (0) FLY(? +x+ 1) si F = Z/(5). 
Resp. (a) H1 28 E), (6) 4€ +2) 


Capítulo 13 


Espacios vectoriales 
INTRODUCCION 


En este capítulo se define y estudia un tipo de sistema 
algebraico llamado espacio vectorial. Antes de hacer una 
definición formal, recordemos que en la física elemental 
hay que tratar con dos tipos de cantidades: (a) escalares 
(tiempo, temperatura, rapidez) que tienen magnitud sola- 
mente y (b) vectores (fuerza, velocidad, aceleración) que 
tienen magnitud y dirección, que se representan frecuente- 
mente por flechas. Por ejemplo, considérese en la Fig. 13-1 
un plano dado en el cual se ha establecido un sistema de 
coordenadas rectangulares y un vector ¿, = OP = (a, b) 
que una el origen al punto P(a, b). La magnitud de é, (lon- 
gitud de OP) viene dada por r = /a? + b? y la dirección 
(el ángulo 0, siempre medido a partir del eje positivo x) 
la determina cualquiera de las relaciones sen 9 = b/r, cos 
8 = afr, tg 0 = b/a. Fig.13-1 


Entre estos vectores se definen dos operaciones: 


Multiplicación escalar. Sea el vector É, = (a, b) que representa una fuerza aplicada en O. El pro- 
ducto del escalar 3 y el vector £; definido por 3€, = (3a, 36) representa una fuerza aplicada en O que 
tiene el sentido de ¿, y tres veces su magnitud. Anilogamente, —2£, representa una fuerza aplicada 
en O que tiene dos veces la magnitud de ¿,, pero de sentido opuesto al de ¿,. 


Adición vectorial. Si £, = (a, b) y €2 = (c, d) representan dos fuerzas aplicadas en O, su resul- 
tante E (la fuerza única aplicada en O que tiene el mismo efecto que las dos fuerzas ¿ y ¿,) es dada por 
E= E, + E, = (a +0, b + d) obtenida por la ley del paralelogramo. 


En el ejemplo anterior es evidente que todo escalar s e R y todo vector £ e R x R. No puede haber 
confusión al utilizar (+) para denotar tanto la adición de vectores como la de escalares. 


Denótese por Y el conjunto de todos los vectores del plano (es decir, Y = R x R). Ya que Y tiene 
un elemento neutro o cero £ = (0, 0) y todo ¿ = (a, b)e V tiene un simétrico aditivo u opuesto —¿ 
= (—a, —b)e V tal que E + (—E) = £, V es un grupo aditivo abeliano. Además, para cualesquiera s, 
teR y £, n € V, se verifican las propiedades siguientes: 


slé+y) = sé+sn (s+8¿ = sé+té 
s(t£) = (st)e l=¿ 
Ejemplo 1: — Considérense los vectores ¿ = (1,2), n= (4,0), o = (0, --3/2). Entonces, 
(a) 3¿=3(1,2) =(3,6), 24 =(1,0), y 36+2n = (3,6) + (1,0) = (4,6). 
(0) ¿+29 = (2,2), n+o= (4,-3/2), y 5(£+2n) — 4(n+o) = (8,16). 
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ESPACIOS VECTORIALES 


Sea 4F un cuerpo y Y un grupo aditivo abeliano tales que existe una multiplicación escalar de Y 
por F que asocia a todo s e F y todo ¿e Y el elemento sé e V. Entonces, Y se llama espacio vectorial 
sobre F si, siendo u la unidad de F, se tiene, 


(i) s(E£+n) = sé+sn (iñi) s(t£) = (st)é 
(li) (+0 = sE+te (iv) ub=¿ 


para cualesquiera s,te 4 y cualesquiera E, ne V. 

Es evidente que para llegar a la definición de espacio vectorial se ha utilizado como guía el conjunto 
de todos los vectores planos de la sección anterior. Pero, como se verá por los ejemplos que siguen, los 
elementos de un espacio vectorial, esto es los vectores, no son necesariamente cantidades que se puedan 
representar por flechas. 

Ejemplo 2: — (a) Sea F =R y V = Y, (R)= [(a1, as): a, az € R) con adición y multiplicación escalar 
definidas como en la primera sección. Entonces, claro está, Y es un espacio vectorial 
sobre FF; en verdad, citamos el ejemplo para indicar una sencilla generalización: Sea 
F =Ry V=V, (R)= ((4,,47,... .,4,): a,€ R) con adición y multiplicación escalar 
definidas por 

bn = (0y09...,%) + (by. do, .. bp) 
= (01+d,0+bp....0a+dm)) ¿mE Va(R) 


sE = a(6 07 ....4p) = (801,103 ...,84),  8ER, ¿EV (R) 


Entonces Y, (R) es un espacio vectorial sobre R. 


(6) Ses F =R y V,(C) = ((4,,47....,4,): a, € C) con adición y multiplicación escalar 
como en (a). V, (C) es un espacio vectorial sobre R. 

(e) Sea F un cuerpo cualquiera, Y = %[x] el dominio de polinomios en x sobre F y de- 
finase la adición y la multiplicación escalar como la adición y multiplicación ordinarias 
en F[x]. Entonces Y es un espacio vectorial sobre $. 


Sean F un cuerpo con elemento cero z y V un espacio vectorial sobre 4. Como Y es un grupo adi- 
tivo abeliano, tiene un elemento cero único [ y para cada elemento £ € V, existe un simétrico aditivo 
único —¿ tal que £ + (—E) = £. Por las leyes distributivas (1) y (1), encontramos para todo s e F y ¿e Y, 
s+z 
se+z 


JN 


si+zi= (s+2)é = sé 


y se+st = s(t+() = sl 


" 


Luego, zÉ =[ y sé = É. 
Enunejamos estas propiedades junto con otras que establecerá el lector, como 

Teorema 1, En un espacio vectorial Y sobre 4 con z, el elemento cero de F y Y el elemento cero de Y, 
tenemos 
(1) sE =f¿ para todo se F 
(2)é=Z — para todo ¿e Y 
(6) (sE =s(-E) = —(sÉ) para todo seF y ¿eV 
(4) Sisé=t ess=zoé=f 


SUBESPACIO DE UN ESPACIO VECTORIAL 


Un subconjunto no vacío U de un espacio vectorial V sobre F es un subespacio de Y si U'es a su 
vez un espacio vectorial sobre 4 con respecto a las operaciones definidas sobre Y. De aqui se sigue el 


CAP. 13] ESPACIOS VECTORIALES las 


Teorema H. Un subconjunto no vacío U de un espacio vectorial Y sobre Fes un subespacio de Y si, 
y solo si, U es cerrado con respecto a la multiplicación escalar y la adición vectorial de- 
finidas sobre Y. 


Para demostración, véase Problema 1. 


Ejemplo 3: — Considérese el espacio vectorial Y = V, (R) = [(a,b, €): a, b,ce R) sobre R. Por el Teo- 
rema II, el subconjunto U = ((a, b, 0): a, b € R) es un subespacio de Y puesto que para todo 
seR y (a,5,0), (c, d, 0) € U tenemos 


(a,b,0) + (c,d,0) = (a+e,d+d,0) E U 
y s(a,b,0) = (sa,sb,0) € U 
En el Ejemplo 3, V es el conjunto de los vectores del espacio ordinario en tanto que U es el conjunto 
de dichos vectores que están en el plano XOY. Análogamente, W = ((a, 0, 0): a € R] es el conjunto 
de los vectores sobre el eje X. Evidentemente, W es un subespacio tanto de U como de Y, 


Sea Es, Ez, » > «s Gm € V un espacio vectorial sobre 4. Se entiende por combinación lineal de estos m 
vectores el vector ¿e Y dado por 


¿= Dot = 04 +c0b+coo + Catas ¿EX 


Consideremos ahora dos de tales combinaciones lincales Ta y Dd £, Como 
De + 2h = Dl +d, 
s2 cb = 2 (sc) 


y, para todo se, 
tenemos, por el Teorema II, 


Teorema TIL. El conjunto U de todas las combinaciones lineales de un conjunto arbitrario $ de vec- 
tores de un espacio (vectorial) Y, es un subespacio de Y. 


El subespacio U de V definido en el Teorema III se dice generado por S. A su vez, los vectores de S 
se dicen generadores del espacio U. 


Ejemplo 4: — Considérese el espacio Y, (R) del Ejemplo 3 y los subespacios 


U = (8(1,2,1) + t(3,1,5): s,t € R) 
generado por E, = (1,2,1) y d, =(3,1,5) 
y W =  (a(1,2,1) + b(3,1,5) + c(3,—4,7): a,b,c € R) 


generado por Ey, Ez y €, = (3, —4,7) 


Decimos ahora que U y W son subespacios idénticos de Y. Pues como (3, —4,7) = 
311,2, 1) + 2(3, 1. 5), podemos escribir 


W = ((a-30(1,2,1) + (b+20)(3,1,5): a,b,e € R) 
= (s(1,2,1) + (3,1,5): a, € R) 
== 
Sea U= ik E + Koa + 000 + Kim ki: F) 


el espacio generado por S = (£,, Ez, . «+, Em), un subconjunto de vectores de V sobre F. Como U con- 
tiene el vector cero [€ Y (¿por qué?); entonces, si f e S se le puede excluir de S, con lo que queda un 
subconjunto propio que también genera a U. Además, como lo indica el Ejemplo 4, si algún vector, E, 
por ejemplo, de $ se puede escribir como combinación lineal de otros vectores de $, entonces ¿, puede 
excluirse también de 'S y los vectores que quedan también generan a U. Lo cual plantea el problema 
sobre el mínimo número de vectores necesarios para generar un espacio dado U y la propiedad carac- 
terística de un tal conjunto. 


Véase también Problema 2. 
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DEPENDENCIA LINEAL 
Un conjunto no vacío.S = (Ey, Ez, ...., Ey) de vectores de un espacio vectorial V sobre F se dice 


linealmente dependiente sobre F si, y Solo si, existen elementos £y, kz, . . ., Km de F, no todos iguales 
a z, tales que 


A ES 
Un conjunto no Vacio S = [£4, Ex, . .... En) de vectores de Y sobre FF se dice linealmente indepen- 
diente sobre F si, y solo si, 
Vs = RE +EE +00 +hts = 1 


implica que todo k,= z. 

Nota. Una vez fijado el cuerpo F se omitirá en lo sucesivo la frase «sobre F»; además, por «es- 
pacio vectorial V,(Q)», entenderemos el espacio vectorial V,(Q) sobre Q, y análogamente para V,(R). 
Asimismo, si el cuerpo es Q o R, denotaremos el vector nulo por 0. Si bien esto da a O otro sentido, siem- 
pre se entenderá claramente por el contexto si se trata de un elemento del cuerpo o de un vector del es- 
pacio. 


Ejemplo 5: — (a) Los vectores €, = (1,2, 1) y £s = (3, 1, 5) del Ejemplo 4 son linealmente independien- 


tes, ya que si 

kita + hato = (ki +3 ka, 21 + kg, hey + 5ko) = 0 = (0,0,0) 
entonces k, + 3kz = 0, 2%, + k,=0, k, + Skz = 0. Despejando de la primera rela- 
ción-k, = —3k, y sustituyendo en la segunda, se tiene —5k, = 0; entonces kz = 0 y 
ki = 3, = 0. 


fb) Los vectores É¡ 1,2, 1), € = (3,1,5) y €, = (8, -4,7) son jinealmente depen- 


dientes, pues 3£, — 2€, + E, =0. 


St tiene, en consecuencia, 


Teorema IV. Sialguno de los vectores del conjunto S = [€,, Ez, . .., Enj de Y sobre F es el vector 
nulo [, $ es necesariamente un conjunto linealmente dependiente. 


Teorema V. — El conjunto de vectores no nulos S = [£,, Ez, ... .. En) de Y sobre % es linealmente 
dependiente si, y solo si, alguno de ellos, por ejemplo, ¿,, se puede expresar como com- 
binación lineal de los vectores É,, £7, ..., Ej-1 que le preceden. 

Para una demostración, véase Problema 3. 


Teorema YI Todo subconjunto no vacío de un conjunto de vectores linealmente independientes es 
linealmente independiente. 


Teorema VU. Todo conjunto finito S de vectores, no todos nulos, contiene un subconjunto lineal- 
mente independiente U que genera el mismo espacio vectorial que $. 


Para una demostración, véase Problema 4. 


Ejemplo 6: — En el conjunto S =(£,, €. Es) del Ejemplo 5(b), E, y €, son lincalmente independientes, 
mientras que Es =2€, — 3£,. Asi, pues, T, = (E, És) es un subconjunto máximo lineal- 
mente independiente de S. Pero como ¿, -y É, son linealmente independientes (demostrarlo), 
en tanto que E, =4(2, + 3£,), entonces 7, = [£,, ¿s) es también un subconjunto máximo 
linealmente independiente de S. Análogamente, T, = (€, És) es otro subconjunto semejante. 
Por el Teorema VII, cada uno de Jos subconjuntos T, Ta, 74 genera el mismo espacio que $. 


El problema de determinar si un conjunto dado de vectores es linealmente dependiente o lineal- 
mente independiente (y dado el caso de dependencia lineal, el de elegir un subconjunto máximo de yec- 
tores linealmente independientes) implica a Jo sumo estudiar ciertos sistemas de ecuaciones lineales, 
cosa que si no es dificil, sí puede ser en extremo tediosa. Vamos a dejar los más de estos problemas hasta 
el Capítulo 14, cuando se expondrá un procedimiento más expeditivo, 


Véase Problema 5. 
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BASES DE UN ESPACIO VECTORIAL 


Un conjunto S = (£,, Ez, ..., £,) de vectores de un espacio vectorial Y sobre 4 se dice una 
base de V si: 


(i) S es un conjunto linealmente independiente, 
(ii) los vectores de S generan a Y. 


Defínanse los vectores unitarios de V,(F) como sigue: 


e = (4,0,0,0,...,0,0) 
(0,u,0,0,..., 0,0) 
(0, 0,7, 0, ...,0,0) 


(0,0, 0,0, ..., 0,u) 
y considérese la combinación lineal 

A A AA (1) 
Si ¿ = [, entonces a, = az = +: = 4, = 7; de modo que E = (€,, €>, ....., €.) es un conjunto lineal- 
mente independiente. Así que si É es un vector cualquiera de Y, (4), entonces (1) lo expresa como com- 
binación lineal de los vectores unitarios. De modo que E genera a V,(F) y es una base. 


Ejemplo 7: Una base de VA (R) es la base unitaria 
E = ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)) 


Otra base es 
F = ((1,1,1,0),(0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1)) 
Para demostrar esto, considérese la combinación lineal 
£ = a¡(1,1,1,0) + ag(0,1,1,1) + es(1,0,1,1) + as(1,1,0,1) 
= (a +a3+0, a+ 094404 0 +07+ 03 0240440); ¿ER 
Si £ es un vector cualquiera (p, q, r, s) € Va (R), hallamos que 
a = (p+a+r-28)/3 a = (p+r+s—20)/3 
a = (q+r+s—29)/3 a = (p+ats—21)/3 
Así que F es un conjunto linealmente independiente (demuéstrese) y genera a V¿ (R). 
En el Problema 6 se demuestra el 


Teorema VIIL Si S=(f¿,, Ez, ..., En) es una base del espacio vectorial Y sobre F y T = (M;, Ma, 
+, Mn) es cualquier conjunto linealmente independiente de vectores de Y, enton- 
ces 1 <m. 


Como consecuencias tenemos 


Teorema IX. SiS = [É,, És, ..., En) es una base de V sobre F, entonces cualesquiera m + 1 vec- 


tores de Y forman necesariamente un conjunto linealmente dependiente. 
“y 


Teorema X. Todas las bases de un espacio vectorial Y sobre F tienen el mismo número de ele- 
mentos. 
El número definido en el Teorema X se llama dimensión de Y. Es evidente que dimensión, como 
se define aquí, implica dimensión finita. No todo espacio vectorial tiene dimensión finita, como se ve en el 
Ejemplo 8: — (a) Por el Ejemplo 7 se sigue que Ya (R) tiene dimensión 4. 
(6) Considérese V=lay+ ax + ad + ay + asi: a, €R) 
Es claro que B= (1, x, x?,x%, x*) es una base y que Y tiene dimensión 5. 


(e) El espacio vectorial Y de todos los polinomios en x sobre R no tiene base finita y, por tán- 
1o, carece de dimensión. Porque supóngase que B, formado de p polinomios linealmente 
independientes de V de grados <q, fuera una base. Como ningún polinomio de Y de 
grado > q puede ser generado por B, no es ésta una base. Véase Problema 7. 


sxUé 
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SUBESPACIOS DE UN ESPACIO VECTORIAL 


Sea V, de dimensión a, un espacio vectorial sobre F y U, de dimensión m.< n del cual B = (£,, 
E2s «++. Em) es una base, un subespacio de Y, Por el Teorema VIII, solo m de los vectores unitarios de Y 
pueden expresarse como combinaciones lineales de los elementos de B; luego existen vectores de Y que 
no están en U. Sea y, uno de esos vectores y considérese 


KiEs + hada +00 kn Hkm=E ki kes e) 
Ahora bien, k = z, pues si no, con k7!eF, 
nm = ktEkE- 


y n € U en contra de la definición de y,. Con k = z, (2) exige que todo k, = z puesto que B es una base, 
y asi hemos demostrado el 


Teorema XL Si B= (£1,Éz,..., €,) es una base de UC V y si 9, € V pero n, $ U, entonces 
BU (n,) es un conjunto linealmente independiente. 


Sien el Teorema XI, m + 1 = n, la dimensión de V, B, = BU (n,) esuna base de V;sim + 1<n, 
B, es una base de cierto subespacio U, de V. En este caso, hay un vector y, de V pero no de U, tal que 


el espacio U, que tiene por base B U (n,, m,) o bien es Vo está propiamente contenido en V,..... Con 

lo que se obtiene el 

Teorema XIL Si B= (¿,,¿7,..., €) es una base de UC V de dimensión n, existen vectores y, 
Mas += sum €n V tales que BU (M.Ma..... Ma=m) €s una base de V. 


Véase Problema 8. 
Sean U y W subespacios de Y. Definidos 


UNW = (f:¿€U,tEW) 
U+W = (+9: ¿€U,)€W) 


y dejamos al lector la demostración de que cada uno de éstos es un subespacio de Y. 


Ejemplo 9: — Considérese Y = V, (R) sobre R con vectores unitarios €, €2, €s, €, como en el Ejemplo 7. 


Sean 
U = daje + aye + dy: 41€ R) 
y Wo= dj + bae + Die: 0,E Ry 
subespacios de dimensión 3 de Y. Es claro que 
UNW = (eje +Cxe: 0 € Ry, de dimensión 2 
y U+W o= (aye + 0309 + dg6y + h 109 + Dag + Does: 07, 0, € AY 
= (da + de + do + de: ER] = V 


El Ejemplo 9 ilustra el 


Teorema XIIL. Si U y W, de dimensiones r <n y s <n respectivamente, son subespacios de un es- 
Pacio vectorial Y de dimensión n y si Uf) W y U + W son de dimensiones p y 1 res- 
pectivamente, entonces 1 =F +s-— Pp. 

Para una demostración, véase Problema 9. 


ESPACIOS VECTORIALES SOBRE R 


En esta sección limitaremos nuestra atención a espacios vectoriales Y = V,(R) sobre R. Se hace 
esto por dos razones: (1) nuestro estudio tendrá aplicaciones en geometría y (2) de todos los cuerpos 
posibles, R presenia el mínimo de dificultades. 
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Considérense en Y = V,(R) los vectores ¿ = (a,, az) 
y 1 = (b,, b,) de la Fig. 13-2. La longitud |¿| de É viene 
dada por |£| = /a? + al y la longitud de y por || = 
bi + b3. Por el teorema del coseno tenemos 


la? = 18? + [n]? — 218] *[nl:cos 9 
de donde 
coso = (040) + (03403) — [(a1— DJ? + (a2— da)"] 
22-hl 
ad; + Goba 
ll hol 


La expresión para cos 4 sugiere la definición del producto 
escalar (o producto interno) de E y y por 
¿y = abi + azbz Fig.13-2 
7 
Con lo que l¿| = Vé* £, cos 9 = Tel" In] Y los vectores E y y son ortogonales (es decir, perpendiculares 
entre sí, de modo que cos 0 = 0) si, y solo si, ¿»y =0. 


En el espacio vectorial Y = V,(R) definimos para todo ¿ = (a,, da, 4) yn = (b1, bz, ..., bp), 


bn = Dabi = abr + ame + >> + nda 


= VERS VERA 


De aquí se deduce 


(1) |sél = |s| Jl para todo ¿e Y y todo se R 
(2) |El =0, la igualdad se verifica solo cuando ¿=0 
6) En] <|E- ln (Desigualdad de Schwarz) 
(4) (¿+ nm] < le + |n| (Desigualdad triangular) 


(5) ¿ y y son ortogonales si, y solo si, ¿-y = 0. 
Para una demostración de (3), véase Problema 10. 
Véanse también Problemas 11-13. 


Supóngase que en V,(R) el vector y es ortogonal a cada uno de los £y, £», 
ná =n = M* Em =0, tenemos 7 *(c1É, + c2É2 +": + Calm) = 
c,€ R y hemos demostrado el 


¿n- Entonces, como 
para cualesquiera 


Teorema XIV. Si en V,(R) un vector y es ortogonal a todo vector del conjunto (Ey, ¿2 .. -, Em), 1: es 
ortogonal a todo vector del espacio generado por este conjunto. 


Véase Problema 14. 


TRANSFORMACIONES LINEALES 


Transformación lineal de un espacio vectorial V(F) en un espacio vectorial W(F) sobre el mismo 
cuerpo F, es una aplicación T de V(F) en MF) tal que 


ME +ET=ET+ET para cualesquiera €, E, € UF) 
(ii) (sÉ)T = s(ET) para cualesquiera ¿¿e V(F) y se F 


Limitaremos nuestra atención aquí al caso W(F) = V(4), es decir, al caso en que T es una apli- 
cación de V(F) en sí mismo. Como la aplicación preserva las operaciones de adición vectorial y multi- 
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plicación escalar, una transformación lineal de V(F) en sí mismo, o bien es un isomorfismo de V(F) 
sobre V(F) o bien un homomorfismo de V(F) en V(F). 


Ejemplo 10: En geometría analítica plana la conocida rotación de ejes un ángulo «: es una transformación 
lineal 


T: (x, y) > (x cos « — y sena, x sena + y.cos a) 


de Y, (R) en sí mismo. Como elementos distintos de Y, (R) tienen distintas imágenes y todo 
elemento es una imagen (demostrarlo), T es un ejemplo de isomorfismo de V(R) sobre sí 
mismo. 


Ejemplo 11: En V, (Q) considérese la aplicación 
T: (a,b,c)>(a + b+5c, a+ 2e; 2b +60), (e, b,c)e Va (0) 
Por (a, b, c), (d, e,/) e V, (0) y se Q, tenemos 
() (,b,c0)+ (de f)=(a+db+ec+f)> 
(ar d+b+e+So+ SN a+ d+2c+2f, 2b +20 +60 + 6) 
=(a+b+50,0+ 20, 2b+60) + (d+e+ Y d+ 24 2e +6) 
es decir, [(a, 6, c) + (d, e, f)]T = (a, b, c)T + (d,e, f)T 
y 
Gi) s(a,b,c) = (sa, sb, so) + (sa + sb + Ssc, sa + 250, 25b + 65c) 
=sía+b+ 50, a+ 2c, 2b + 6c) 
es decir, [s(a, b, cJ]T = s[(a, b, eT] 
Así que T es una transformación lineal sobre Y, (0) 


Como (0, 0, 1) y (2,3, 0) tienen la misma imagen (5, 2, 6), esta transformación lineal 
es ejemplo de un homomorfismo de Y, (Q) en sí mismo. 
La transformación lineal T del Ejemplo 10 se puede escribir como 
x(1, 0) + y(0, 1) > x(cos a, sen x) + y(— sen a, cos a) 
lo que sugiere que 7 puede darse camo 
T: (1,0) > (cos a, sen a), (0, 1) > (— sen a, cos a) 
Así también, T del Ejemplo 11 se puede escribir como 
a(1, 0, 0) + 5(0, 1, 0) + e(0, 0, 1) > all, 1, 0) + B(1, 0, 2) + c(5, 2, 6) 
lo que sugiere que T puede darse como 
T: (1,0, 0)= (1, 1,0), (0, 1,0) (1, 0, 2), (0, 0, 1) > (5, 2, 6) 


De lo que se infiere: 


Toda transformación lineal de un espacio vectorial en sí mismo se puede describir completamente 
expresando el efecto que produce en los vectores unitarios de base del espacio. 
Í Véase Problema 15. 
En el Problema 16 se demuestra la propiedad más general 


Teorema XV. Si (€, ¿2, ..., 6.) es cualquier base de V = V(F) y si (M1, M2, - - -» Mn) es cualquier 
conjunto de n elementos de V, la aplicación 


Tio 4 (=1,2,...,1) 


define una transformación lineal de Y en sí mismo. 
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En el Problema 17 demostramos el 


Teorema XVL Si T es una transformación lineal de V(F) en si mismo y si W es un subespacio de 
V(F), entonces Wy = (¿T: ¿e W), la imagen de W por T, es también un subes- 
pacio de V(F). 


Volviendo ahora al Ejemplo 11, observamos que las imágenes de los vectores unitarios de base 
de V3(Q) son linealmente dependientes, es decir, que 2e, 7 + 367 — €sT = (0, 0, 0.). Así, pues, Vy CV; 
en efecto, como (1, 1, 0) y (1, 0, 2) son linealmente independientes, Y, tiene dimensión 2. Si definimos 
la caracteristica (o rango) de una transformación lineal 7 de un espacio vectorial Y como la dimensión 
del espacio imagen V, de Y por 7, tenemos por el Teorema XVI, 


Ty = característica de T < dimensión de Y 


Cuando vale la igualdad, diremos que la transformación lineal T es regular; si no, que T es singular. 
Así que T del Ejemplo 11 es singular de característica 2. 

Considérese ahora la transformación lineal 7 del Teorema XV y supóngase T singular. Como los 
vectores imagen y, son entonces linealmente dependientes, hay elementos s; € F, no todos 2, tales que 


Y sm, = £. Entonces, pára ¿ = 2) s/£,, tenemos ¿7 = £. Reciprocamente, supóngase y = A 
17 = DET = 1,(ET) + ET) + 00 +t, (ET) =€ 
Entonces los vectores imagen E,T, (í= 1,2, ..., m) deben ser linealmente dependientes. Hemos de- 


mostrado así el 


Teorema XVIL Una transformación lineal 7 de un espacio vectorial V(F) es singular si, y solo si, 
existe un vector no nulo ¿e V(F) tal que ET = [. 


Ejemplo 12: — Para cada una de las siguientes transformaciones lineales de Y, (Q) en sí mismo, determinar 
si es o no singular. 


qm > (1,1,0,0) [a > (,1,0,0) 
* > (0,1,1,0) Ju (0,1,1,0) 
() A: 1. (0,0,1,1)” 0 HE A go::(0,0,1,0 

«e > (0,1,0,1) «> (1,1,1,1) 


Sea ¿= (a,b.c.d) un vector cualquiera de Y, (Q). 


Hagamos EA = (ac, + bes + cty + deJA =(a, a+b+d,b+0,c + d)=0. Como 
esto exige que a =b=c=d=0, es decir, que ¿ =0, A es regular. 


la 


(6 


Hagamos £B = (a+ da +h+db+c+d,c+d)=0. Como esto se cumple si 
a=c=1,b=0,d= —1, tenemos (3, 0, 1, —1)B =0 y Bessingular, cosa evidente a 
simple vista, es decir, e, B + €sB = e,B. Entonces, como €,B, ezB, €,B son linealmente 
independientes como es manifiesto, B tiene característica 3 y es singular 


Dejaremos nuevamente (véase el párrafo que sigue al Ejemplo 6) otros ejemplos y problemas para 
el Capítulo 14. 


ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 


Denótese por .Z el conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial dado 
V(F) sobre F en si mismo y por A el conjunto de todas las transformaciones lineales no singulares 
de Y. Definanse adición (+) y multiplicación (+) sobre 4 por 


A+B: EA +FB)=¿A+EB, ¿E VF) 
y A*B: EA B)=(£4)B, ¿eWVF) 
para todo A, Be Y. Definase una multiplicación escalar sobre 4 por 


KA: ElkA)=(kóA, ¿sVF) 
para todo Ae Y y ke 4. 
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Ejemplo 13: Sean 
a > (0,5) a (en 
o al 
He > (c,d) + ps da > (9,h) 
transformaciones lineales de Y, (R) en si mismo. Para cualquier vector ¿ = (s, 1) € Y, (R), 
encontramos 
¿A = (8,1A = (8, +tejA = a(a,b) + Hoc, d) 
= (sa +lo, sb + td) 
B = (se+tg, af +th) 
y 


A+B) = (8,114 +(8,0B = (9(a+e) +t0+9),0(b+/)+td+M) 


Asi, pues, tenemos h ñ 
€. > (0+0,b+ 
A+B: Al S 
de > (e+gd+h) 


De igual modo. 
“A+B) = ((6,9a)2 = (sa+te0b+ta)B 


= (ea +to)+(e,f) + (00 +td)+ (9, A) 
= (s(ae+bg)+tlce+dg), s(af + 9h) + t(cf + dh) 


po Ja > (ae+dg, af+bm) 
Asa; E > (ce +dg, ef + dh) 


Por último, para: cualquier ke R, hallamos 
(k£A = (ks,kt)A = (k(sa + te), k(sb + td)) 


7 Ta > (ka, kb) 
"le > (ke, kd) 
En el Ejercicio 18 demostramos el 


Teorema XVII El conjunto .Z de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial en 
si mismo forma un anillo con respecto a la adición y multiplicación anteriormente 
definidas. 


En el Ejercicio 19, demostramos el 


Teorema XIX. — El conjunto .A de todas las transformaciones lineales no singulares de un espacio 
vectorial en sí mismo forma un grupo con respecto a la multiplicación. 


Dejamos al lector el demostrar el 


Teorema XX. — Si Y es el conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial 
V(F) sobre F en sí mismo, entonces «/ es a su vez un espacio vectorial sobre F. 


Sean, A, Be 4. Como para todo ¿e V, 


HA+B) = ¿A +¿B 
es evidente que 


Vai € Va+Vo 
Entonces, dimensión de V,4+p, < dimensión de Y, + dimensión de Vy 
Y Tara) EF E Fa 
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Como para cualquier transformación lineal Te Y, 


dimensión de Y, =< dimensión de Y 


tenemos dimensión de V,,. yy =< dimensión de V, 

Así mismo, como YC V, dimensión de V,y.p, < dimensión de Vg 

De " < 
ae Tan E Par Ta E Tp 


Problemas resueltos 


1. Demostrar: Un conjunto no vacío U de un espacio vectorial Y sobre F es un subespacio de Y si, 
y solo si, U es cerrado con respecto a la multiplicación escalar y a la adición vectorial definidas sobre Y. 


Supóngase que U es un subespacio de Y; entonces U es cerrado con respecto a la multiplicación escalar y 
a la adición vectorial. Recíprocamente, supóngase que U es un subconjunto no vacio de Y, cerrado respecto de 
la multiplicación escalar y adición vectorial. Sea É e U; entonces (—1)É = —(u£) = —Ee Uy ¿+ (-E)=(eU. 
Así, pues, U es un grupo aditivo abeliano. Como las propiedades (i)(iv), página 144, son válidas en Y, también 
lo son en U. De modo que U es un espacio vectorial sobre F y, por consiguiente, es un subespacio de Y. 


2. Enel espacio vectorial V,(R) sobre R (Ejemplo 3, página 145), sean U generado por É, = (1,2, —1) 
y Es = (2, —3,2) y W generado por ¿y = (4, 1, 3) y E, = (-3, 1,2). ¿Son U y W idénticos subes- 
pacios de Y? 


Primero considérese el vector ¿ = €, — €, = (7,0,1)€ M y el vector 
1 2H vts = (2424, 20— By, -2+2y) € U 
Entonces, £ y y son los mismos si existen x, y e R tales que 
(2+2y, 22—3y, -2+2y) = (7,0,1) 


Encontramos que x = 3, y = 2. En realidad esto no demuestra que U y W son idénticos; para eso tenemos que 
poder encontrar x, y € R tales que 


TE + Yo = ty + Des 
para a, be R cualesquiera. 
- 30 
De a +24 Oblenemos 2 = Ha—=5b), y = (Tab). Como 22—3y + a+b; 


U y W no son idénticos. 


Geométricamente, U y W son planos diferéntes que pasan por O, el origen de coordenadas en el espacio or- 
dinario. Tienen, desde luego, una recta de vectores en común, siendo uno de estos vectores comunes el (7, 0. 1). 


3. Demostrar: El conjunto de vectores no nulos S = ([€;, És, .... Em) de Y sobre .F es linealmente 
dependiente si, y solo si, alguno de ellos, ¿;, se puede expresar como combinación lineal de los vec- 
tores Er, $2, +. ., E-1 que le preceden. 


Supóngase que los m vectores son linealmente dependientes de modo que existen escalares Xy, kz, >. Kus 
no todos iguales a z, tales que Y k¿, = 5. Supóngase además que el coeficiente k, no es = en tanto que los coefi- 
cientes Kja 1, Kjaza «<< + Kn Son z (sin excluir naturalmente: el caso extremo / =»m). Entonces, en efecto, 


ES (0) 
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y como kE, + [, tenemos 

dj = ka — ata 0 lia ba 
o bien E a) 
con alguno de los q, 4 z. Así que £, es una combinación lineal de los vectores que le preceden. 
Recíprocamente, supóngase que se verifica (2). Entonces, 
AA 

,n Son linealmente dependientes. 


con k, + z y los vectores E, Ez, 


4. Demostrar: Todo conjunto finito S de vectores, no todos nulos, contiene un subconjunto U lineal- 
mente independiente que genera el mismo espacio que $. 


Sea S= (E, €2 ..., En). La discusión hecha hasta ahora indica que U existe, en tanto que el Teorema Y 
sugiere el procedimiento siguiente para obtenerlo a partir de S. Considerando sucesivamente cada vector de iz- 
quierda a derecha, convengamos en excluir todo vector que (1) sea el vector mulo, o (2) se pueda escribir como 
combinación lineal de todos los que le preceden. Supóngase que hay n << m vectores que quedan y denotémoslos 
ahora de otra manera escribiendo U = (1,, 13... ..., 1,). Por su construcción, U es un subconjunto linealmente 
independiente de $ que genera el mismo espacio que S. 


El Ejemplo 6, página 146, muestra, como se hubiera podido anticipar, que habrá usualmente subconjuntos 
de S linealmente independientes, distintos de U, que generarán el mismo espacio que 5. Una ventaja del proce- 
dimiento utilizado arriba es que, una vez puestos los elementos de S en un cierto orden, solo se puede formar un 
subconjunto, el U, que sea linealmente independiente. 


5. Hallar un subconjunto U linealmente independiente del conjunto S = (€, £z, Es, Es), siendo 
£ = (12,1), €, = (-3,-6,3), £,=(2,1,3), £,=(8,7,7) € R, 


que genere el mismo espacio que 5. 


Primero, notamos que ¿, + [ y pasamos a £,. Como £, = —3€, (e» decir, £, es una combinación lineal de £,), 
Excluimos ¿2 y pasamos a £. Entonces, es És + s£;, para todo s € R; pasamos a £,. Como £, no es múltiplo es- 
calar de £, ni de E, (y, por tanto, nó queda excluido automáticamente), ponemos 


sli + Ha = o(1,2,—1) + (8,1,3) = (87,7) = te 


y buscamos una solución en R, si existe, del sistema 


s+2=38, 2e4+t= 7, —=2+43t = 7 


El lector verificará que ¿, =2£, + 3€3; luego, U= (£,, £s) es el subconjunto pedido. 


6. 


Demostrar: Si $ = (£,, Ez, ...., En) es una base de un espacio vectorial Y sobre F y si T= fm; 
Mas - --> 1/4) es un conjunto linealmente independiente de vectores de Y, entonces n <m. 


Como todo elemento de T se puede escribir como combinación lineal de los elementos base, el conjunto 
S =' bipinto Em) 


genera Y y es linealmente dependiente. Ahora bien, y, + £; por tanto, alguno de los ¿ debe ser combinación lineal 
de los elementos que le preceden en S”, Examinando sucesivamente los ¿, supóngase que hallamos que %, cumple 
esta condición. Excluyendo a ¿, de S', tenemos el conjunto 


Si = bminto oo fico bieo ++ Em) 


que es una base de Y como vamos a demostrarlo. Es claro que S, genera el mismo espacio que S', es decir, S, 
genera Y. Así que solo necesitamos demostrar que S, es nin conjunto linealmente independiente. Escribamos 


M= As + ada + 0 + Lis aeF,a+z 
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Si 5; fuera un conjunto linealmente dependiente, habría algún É, ¡> í, que se podría expresar así: 
A A o 
de donde, sustituyendo 11, 
A 
contra lo supuesto de que 5 es un conjunto linealmente independiente. 
Análogamente, Si = (mamo Er bar o Ein dio o Ed 


es un conjunto linealmente dépendiente que genera a Y. Como y, y 1, son linealmente independientes, alguno de 
los £ de Si, £,, por ejemplo, es combinación lincal de todos los vectores que le preceden. Reiterando el razona- 
miento anterior, se obtiene (suponiendo j > ¿) el conjunto 


1 bio o Ej bj do ++ Em) 


Sy = (mm Ev En - 


como base de Y. 
Pero este proceso se puede repetir hasta agotar 7 con tal que n =<m. Supóngase n > m y que hemos obtenido 


2 mm) 


Sn = bo im-0 
como base de Y. Considérese Sa = SU (fn+1). Como S,, es una base de Y y ni; € Y, eMtonces My, eS COm- 
binación lineal de los vectores de S,,. Pero esto contradice la hipótesis sobre 7. Luego 1 «< m, como se requiere. 


7. (a) Elegir una base de V5(R) del conjunto 
S = (En Ey £y E) = ((1,-3,2), (2,4, 1), (3,1,8), (1,1, 1)) 
(6) Expresar los vectores unitarios de V¿(R) como combinaciones lineales de los vectores de base 


encontrados en (a). 


(a) Si el problema tiene solución, alguno de los ¿ debe ser combinación lineal de los que le preceden. Se ve de 
inmediato que € = £, + £z. Para demostrar que (£,, E». £a) es un conjunto linealmente independiente 
y que, por tanto, es la base pedida, ienemos que demostrar que 


at + botes = (a+2b+o—3at4b+o,2a+b+4o) = (0,0,0) 
implica a =b= c =0. Se deja esto al lector. 
El mismo resultado se obtiene demostrando que 
tl = bo a tER 


e+2=1 
es decir, que 4 —3e + 4£ = 1es imposible. Por último, el lector familiarizado con los determinantes re- 
2 = 
s+ t=1 1 
cordará que estas ecuaciones tienen solución si, y solo si, | —3 4 1| =0, 
211 
(b) Hágase ad, + b£, + c£a igual a los vectores unitarios €,, €, €s sucesivamente obteniendo 
[ 2+2b+e=1 a+t2b+e= 0 a+rb+eo= 0 
a+ 44 co = 0 —34+4b+0= 1 Ba +áb+ o = 0 
l 2+ bro=0 2a+ b+o=0 2a+ b+e=1 


siendo las soluciones: 
—1/2, c=3/2 a=-1,=-2 c=5 


a=3/2, b=5/2, e=-—11/2 a 
= 8% + 562 — Mé), o = Pi a+ 3d y es = Ei Lo + Sha 


Asi, pues, 


Determinar, si es posible, una base del espacio vectorial V¿(Q) que incluya los vectores É, = (3, 
-2,0, 0) y € =(0,1,0, 1). 


Como E, + €, És + 1 y és A sÉ,, para todo se Q, sabemos que £, y €, pueden ser elementos de una base 
de Va (Q). Como los vectores unitarios €,, €-, €s, €s (véase Ejemplo 7, página 147) son una base de Y, (Q), el con- 
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junto S = (£,, €2, €1, 62, €s, €s) genera a Va (Q) y contiene seguramente una base del tipo que buscamos. Aho- 
ra bien, e, será un elemento de la base dicha si, y solo si, 
: abi + bea+ ce = (Ba+c,—2a+b,0,b) = (0,0,0,0) 
implica a = b=c= 0. Evidentemente, e, puede servir como elemento de la base. Y nuevamente, ez será un 
elemento si, y solo si, 

d+ di +ea+da = (Sete —2a+b+d, 0, b) = (0,0,0,0) (1) 


implica a = b =c=d= 0. Tenemos hb = 0 =3a + c= —2a + d; entonces, (1) se verifica para a = 1,5 =0, 
€ = —3,d=2, y entonces (£1, £2, €1, €z) no es una base. Dejamos al lector comprobar que ($1, £2, Es, €s) €S 
una base. 

Demostrar: Si U y W, de dimensiones r <n y s <n respectivamente son subespacios de un es- 
pacio vectorial Y de dimensión »n y si U (7 W y U + W son de dimensiones p y 1 respectivamente, 
entonces 1=r + 5-— p. 


Tómese A= (E1 Ez, .... Ej) como base de U(NYW y, según el Teorema XII, página 148, tómese 
B=AU (%1, ha». » - > »-,) como base de U y C= AU (Mz, iz, - - + My-p) como base de W. Entonces, por 
definición, todo vector de U + W se puede expresar como combinación lineal de los vectores de 

Do= férta 0) hor Mo Mes + eps o Ms + pd 
Para demostrar que D es un conjunto linealmente independiente y que, por tanto, es una base de Y + W, con- 
sidérese 

EH abs + 00 + 0 + DA + d+ 
donde aj, by c, EF. 


+ DepAyp + Cia + Cap + + Oy = E (1) 


Hágase 1 = Cy + Calz +=" 4 Cy= plis p. Como me W y por (1) me U, es 1 € UY W y es combinación 
lineal de los vectores de A, sea 1 = dE, + dE, + ==> + ds£,. Entonces, 


Cipx + Coma dh 000 Capo — lo da 0 e 
y, como C es una base de W, cada c, = z y cada d, ==. Con cada e; = z, (1) se convierte en 
OEs + a  pl E ds + DA A 0 by =S € (1) 


Como B es una base de U, cada a; = z y cada 5, = z en (1). Entonces D es un conjunto linealmente indepen- 
diente y, por tanto, es una base de U + W de dimensión 1 =r+s— Pp. 


Demostrar: |£-n| < |El - [n] para cualesquiera E, y e V,(R). 


Para ¿=0 0 y =0, tenemos 0 <0. Supóngase E + 0 y y + 0; entonces, |y] = k]£] para algún ke R*, 
y tenemos 


mn = hilo= [ele = dele «el = 00 
y 0. <= (ken (kom = KE = 2k(0m) + 


= ele lis ln] + 2K(t=0) 


1 
2! 


Luego =2k(8-m) < 2klel +10 


=(-m) <= lel* (nl 
y leal < [sl+ nl 


Dados ¿= (1,2, 3, 4) y y = (2,0, —3, 1), hallar 

(a) E:9, (0) lél y Im (e) [Sé] y |-3m) (d) l£-+a] 

(a) en = 1:24+2-0+ 33) +41 = 3 

(5) lil = VILF22+3:38+4:4 = 1380, | = Vi+9+1 = vii 

(e) lSel = V2S + 2574 + 26-09 + 25-16 = 6/30, |-8 = V9-4+9-9+0%1 = 3vl4 
(deba =(8,2,0,5) y len = VO+ 4428 = 138 
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p 


B. 


mM. 


Dados ¿= (1,1,1) y y =B,4, 5) de V(R). hallar 
el vector más corto de la forma 1 =¿+ sn. 


Aquíes A = (1+38, 1+48, 1458) 
y Jal? = 3 + 248 + 508% 


Ahora bien, [A] es mínimo cuando 24 + 100s= 0. Luego 
2 = (7/25, 1/25, —1/5). Se encuentra fácilmente que A y n 
son ortogonales. Hemos resuelto así el problema de hallar 
la mínima distancia del punto P(1, 1, 1) del espacio ordinario 
a la recta que va del origen a (3,4, 5). 


Fig. 13-3 


Para ¿ = (8,, 47, a3), 1 = (By, ba, b3) e Va(R), definase 
£Xy = (aDs—asbr, ash, — abs, aba —asbr) 

(a) Demostrar que ¿ x y es ortogonal a ¿ y an. 

(6) Hallar un vector A ortogonal a ¿= (1, 1,1) y a y = (1,2, —3). 

la) ¿-(¿x2) = ajfab¿—agba) + azazb, —2b3) + ay(ab¿- azby) = 0 y análogamente para 7 * (EX 7). 


(ba = ¿Xu = (13) 2+1, 111-123), 1-2-1-1) = (-5,4,1) 


Sean E = (1,1, 1,1) y n = (1,2, —3, 0) vectores dados de V,(R). 


(a) Demostrar que son ortogonales. 
(b) Hallar dos vectores linealmente independientes A y u, que sean ortogonales tanto a É como a y. 
(c) Hallar un vector no nulo ortogonal a los é, y, y demostrar que es combinación lineal de A y 4. 


la) ¿-n=1-1+1-2+1+(-3)=0; de modo que E y y son ortogonales. 


(b) Supóngase que (a, b, e, d)e V, (R) es ortogonal a É y a 1; entonces, 
(i) a+tb+o+d=0 y a+2b-30 = 0 


Tómese primero c = 0. Entonces a + 26 = 0 se verifica para a=2,b=-—I;ya+b+c+d=0 
da ahora d = —1. Tenemos 4 = (2, —1,0,—1). 


Tómese después b= 0. Entonces a — 3c =0 se cumple para a=3.c=1;ya+b+0+d=0 
da ahora d= —4. Tenemos u = (3,0, 1, —4). Evidentemente, ) y ¡ son linealmente independientes. 


Como una solución obvia de las ecuaciones () es a =b =c=d=0, ¿por qué no se toma A = 
(0,0,0, 0)2 


(e) Si y 5 (a, b,c, d) es ortogonal a E, y y 2, entonces 


atb+c+d=0, a+2b-30=0 y 2a-b-d=0 
Sumando la primera y última ecuaciones, tenemos 3a + € = 0, que se cumple para a = 1, c = —3, En- 
tonces b= —S, d=7 y v= (1, —5, —3, 7). Por último, v= 51 — 3. 


Nota. Téngase en cuenta que las soluciones obtenidas aquí no son únicas. En primer lugar, cualquier 
múltiplo escalar no nulo de cualesquiera o de todos los A, 1, y es también una solución. Y además, al determinar 
2 (y también ¡1) hemos hecho arbitrariamente c = 0 (también b = 0). No obstante, examínese la solución en 
(c) y verifiquese que v es único salvo en un factor escalar. 
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Hallar la imagen de ¿ = (1, 2, 3, 4) por la transformación lineal 
, > (1,-2,0, 4) 

(2, 4, 1, -2) 

(0, —1, 5,1) 

€ > (1,3,2,0) 


y 


¿ij 


de V¿(Q) en sí mismo. 
Tenemos 
2= 4 +2 +3 +4 > 


(1,—2,0,4) + 2(2,4, 1,2) + 3(0,—1, 5, —1) + 4(1,3,2,0) = (9,15, 25,—3) 


[CAP. 13 


Demostrar: Si (€, Ea, ...., €,) es una base cualquiera de Y = MF) y si (Ma, Ma, - - =s Ma) es cual- 


quier conjunto de n elementos de V, la aplicación 
TE E pal AR oa) 
define una transformación lineal de Y en sí mismo. 
Sean ¿ = Bs; y n= Xt, dos vectores de V. Entonces 
¿ta = El +t0 + Bleti) = Sem + tm 


de manera que 10) G+HMT = ¿P+yT 
Así, pues, para cualquier se 4 y cualquier ¿e Y, 
s«=5 Ze > «Nom 


demodo que (ii) (et)T = s(T) 
según se afirmaba 


Demostrar: Si 7 es una transformación lineal de V(F) en sí mismo, y si W es un subespacio de 
V(F), entonces W, = (ÉT: ¿e W), la imagen de W por 7, es también un subespacio de V(F). 


Para cualesquiera £7, nT€ Wy, tenemos ET + 97 = ($ + m)T. Como £, n € W implica £ + n € W, enton- 
ces es (£ + m)T e W;. Así que W es cerrado respecto de la adición. Análogamente, para cualesquiera ¿T € Ws, 
se 4 tenemos s(¿7) = (sÉ)T € W, puesto que ¿€ W implica sé e W. De modo que W, es cerrado respecto 


de la multiplicación escalar, lo cual acaba la demostración. 


Demostrar: El conjunto “Y de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial V(F) 
en sí mismo, forma un anillo con respecto a la adición y multiplicación definidas por 


A+B: E4+B)= ¿A +EB, ¿ev(F) 
A-B: ¿(4*B)=(£4)B, ¿e UF) 
para cualesquiera A, Be X. 
Sea Ene V(F), ke F y A,B,Ce s£. Entonces, 
EFMAFB) = (¿+A + (6+mB = A+ IA + EB 4 BB 
= ¿A+B) + mA +B) 


y (NA+B) = (DA + (KB = KA) + KB) 
= KA+(B) = Kk4+B) 
Asimismo, (EMA-B) = [GFNAJE = (A+n4)B 


(A)B + (1A)B_= ¿(A+B) + n(A-B) 
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19. 


Así, pues, A+ B, A* Be f y sf es cerrado con respecto a la adición y a la multiplicación. 
La adición es conmutativa y asociativa, pues 


$A+B) = ¿A+¿B = ¿B4+ 14 = (B4+A) 


y E((A+B)+0] = (A+B)+EC = ¿A+ ¿B+EC 


= A + HB4C) = ¿A +(B+0)] 
Denótese la aplicación que aplica cada elemento de V(F) en [ por 0; es decir, 
0: ¿o LevF) 

Entonces 0 € Y (demuéstrese), E(4 + 0) =¿4 + €0=¿4+1=¿A 
y 0 es el elemento neutro aditivo de £. 

Para todo Ae Y, sea —A definido por 

A: EA) = (04), ¿eN(F$) 
Se sigue fácilmente que —A € Y y que es el simétrico aditivo de A ya que 
¿= [4 =(— EA = ¿4 + [—(24)] = ¿[4 + (-4)] =£:0 

Hemos demostrado que sf es un grupo aditivo abeliano. 


La multiplicación es asociativa desde luego, pero, en general, no es conmutativa (véase Problema 55). Para 
terminar la demostración de que «Y es un anillo, demostremos una de las leyes distributivas 


A*(B+C)=A4*B+A:C 
dejando la otra al lector. Tenemos 
¿[A * (B + CJ] = (L4XB + C) = (E4)B + (¿AJO 
= ¿A-B)+ ¿4-C)= ¿4-B+A-C) 
Demostrar: El conjunto .A de todas las transformaciones lineales regulares de un espacio vecto- 
rial V(F) en sí mismo, forma un grupo multiplicativo. 


Sean A, Be 4. Como A y B son regulares, aplican V(F) sobre V(F), es decir, V, = V y V¿ = V. Entonces 
Vin = (Van = Va = Y y A* Bes regular. Así, pues, A Be M y Mes cerrado respecto de la multiplicación. 
La ley asociativa se verifica en A pues se verifica en «4. 


Sea Z la aplicación que transforma cada elemento de V(F) en sí mismo, es decir, 


Z: ¿Z=f (ens) 
Evidentemente, Z es regular, pertenece a 4 y como 
E(Z-A) = (EZJA = ¿A = (£A)Z = (4: Z) 
es el elemento neutro en la multiplicación. 
Ahora bien, A es una aplicación biyectiva de V(F) sobre sí mismo; de modo que tiene una inversa 47? de- 
finida por 
AT AA =E, EeVIF) 
Para cualesquiera E, y e UF), Ae 4 y keF, tenemos £A, nA € VIF). Entonces, como 


(A+ NAA  = (E + maca = E = (LADA! + (AJA! 
y [K(EAJJA"! = [JAJA * = ké = k[(EAYA""] 


se sigue que A”! € «%. Pero, por definición, A”! es regular; de manera que 47! € .4. Así, pues, todo elemento 
de 4 tiene un simétrico multiplicativo o inverso y .A' es un grupo multiplicativo. 
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g 


ESPACIOS VECTORIALES [CAP. 13 


Problemas propuestos 


Utilizando la Fig. 13-1, página 143: 

(a) Identificar los vectores (1, 0) y (0, 1); asimismo, los (a, 0) y (0, b). 

(b) Comprobar que (a,b) = (a, 0) + (0, 6) = al1, 0) + 50, 1). 

Mediante definiciones naturales de multiplicación escalar y de adición vectorial, mostrar que los siguientes son 
espacios vectoriales sobre el cuerpo indicado: 

(a) V=R:F=0Q (6) V=C;F=R 

() V=fa+o24+c/3: a,b,ceQ); F=0Q 

(d) Y = todos los polinomios de grado < 4 sobre R, incluido el polinomio nulo; F = Q 
le) V= (e + cse7: 0,0 ER]; F=R 

WM Y = (fa, az, a3): ae Q, a, +20, = 303); F=0 

lg) V=(a+bx: a, beZ/B); F=Z/B) 


(a) ¿Por qué el conjunto de las polinomios en x de grado > 4 sobre R no es un espacio vectorial sobre R? 
(6) ¿El conjunto de los polinomios R[x] es un espacio vectorial sobre Q? ¿Y sobre C? 

Sean E, y € Y sobre F y s,1€F. Demostrar: 

(a) Si ¿+ E, emtonces sé = 1£ implica 5 =1. 

(b) Si s 4 z, entonces sé = sy implica ¿=m. 


Sean E, + Le Y sobre $. Demostrar que É y n son linealmente dependientes si, y solo si, £ = sy para algún 
ses. 


(a), Sean ¿.m e VIR). Si £ y n son linealmente dependientes sobre R, ¿son linealmente dependientes sobre Q 
necesariamente? ¿Y sobre C? 
(b) Considérese en (a) el cambio de linealmente dependiente por linealmente independiente. 


Demostrar los Teoremas 1Y y VI, página 146. 


Dado el espacio vectorial Y = V, (R) = [(a, b, c,d): a,b. c, de R] sobre R, ¿cuáles de los subconjuntos que 
siguen son subespacios de Y? 

(a) U = ((a,a,a, a): a ER) 

(6) U = ((a,b,a,6): abEZ) 

(e) U= ((a,2a,b,a+b): a,d ER) 

(d) U = ((a;,a7,a7,44): 4, ER, 2a,+305=0) 

(e) U = (la, 27/07/04): a, ER, 2a,+ 309 =5) 

Determinar cuáles de los siguientes conjuntos de vectores de Y, (Q) son linealmente dependientes o indepen- 
dientes sobre Q. 

(a) ((0,0,0), (1,1,1)) (2) ((0,1,—2), (1,—1,1), (1,2, 1)) 

(5) (,-2,3), (8,,-6, 9)) (e) ((0,2,—4), (1, —2,—1), (1, 4, 3) 

(e) ((1,=2,—8), (3,2, 19) (0) (11,1), (2,3, 1), (1, 4, 2), (3, 10, 8)) 

Resp. (c), (d) son linealmente independientes. 


Determinar si los siguientes conjuntos de vectores de Y, (Z/(5)) son linealmente dependientes o independientes 
sobre Z/(5). 

(a) ((1,2,4), (2,4, 1) (c) ((0,1,1), (1,0, 1), (8,3,2)) 

(0) ((2,3,4), (3,2, 1)) (2) ((4,1,3), (2,3,1), (4,1, 0)) 


Resp. (a), (c) son linealmente independientes. 


Dado el conjunto S = (1,2, 1), (2, 3,2), (3,2, 3), (1, 1, 1)) de vectores de V(Z/(5)) hallar un conjunto máximo 
linealmente independiente 7 y expresar cada uno de los restantes vectores como combinación lineal de los ele- 
mentos de T. 


CAP. 13] ESPACIOS VECTORIALES 161 


31. 'Hallarla dimensión del subconjunto de V, (Q) generado por cada uno de los conjuntos de vectores del Problema 28: 
Resp. (a), (b) 1; (c), (e) 2; (d), (4) 3 


32. Para el espacio vectorial C sobre R, demostrar 
(a) (1,4) es una base 
(6) Ja + bic + dij es una base si, y solo si, ad— bc 40. 


33. En cada uno de los siguientes casos, hallar una base del espacio vectorial que incluya los vectores indicados: 
(a) £(1,1,0),(0,1,1)) en Y5 (0). 
(0) ((2,1,—1,-2),(2,3,—2, 1),(4,2, —1,3)) en Va (0). 
(e) ((2, 1, 1,0), (1, 2,0, 1)) en Y, (Z/G). 
(d) ((i,0,1,0). (0, ¿, 1,0) en V4¿(C). 


34. Demostrar que S=(£1, E, E) = (1,1 +42), Q+4,5,1),(3,3 +24, —1)) es una base de Y, (C) y expresar 
los vectores unitarios de Y, (C) como combinaciones lineales de los elementos de $. 
Resp. e = [(-39— 60t, + (80 — 1)go + (2— 130)£9)/173 
e = [(86—40¿, + (—101 + 51)£2 + (11 — 29)£2]/346 
e = [(104 + 160)£, + (76 — 55i)£2 + (—63— 231)f9]/346 


35. Demostrar: Si k,£, + k2€a + kós = E con kika + =, entonces [£,. €] y (En, Es) generan el mismo espacio. 
36. Demostrar el Teorema 1X, página 147, 


37. Demostrar: Si (€,. Ez. €) es una base de Y (Q), también lo es (E, + En, Ea + Es, ds + Er). ¿Es esto cierto en 
V3 (2/2)? ¿En Y, (2/3)? 


38. Demostrar el Teorema X, página 147. Sugerencia: Supóngase que A y B, de m y n elementos, respectivamente, 
son bases de Y. Primero asóciese S con A y T con B, luego S con E y T con A y apliquese el Teorema VIII. 
página 147, 


39. Demostrar: Si Y es un espacio vectorial de dimensión n = 0, cualquier conjunto linealmente independiente de 
n vectores de Y es una base. 


40. Sean ¿Ez ...,En€V y S= (E Ez...» En) que genera un subespacio U C Y. Demostrar que el mínimo 
de vectores de Y necesarios para generar U es el máximo de vectores linealmente independientes de S. 


Sea (£1, Es, .: -» Es) una base de Y. Demostrar que todo vector é e Y tiene una representación única como com- 
binación lineal de los vectores de base. 


Sugerencia. Supóngase ¿ = Bog, = Bagi;entonces Bog; — Hdi = $. 


42, Demostrar: Si U y W son subespacios de un espacio vectorial Y, también lo son U (1 W y U-+ W. 


43. Sean los subespacios U y W de Va (Q) generados por 
A = ((2,-1,1,0),(1,0,2,1)) y  B = ((0,0,1,0),(0,1,0,1), (4,—1,5,2)) 


respectivamente. Comprobar el Teorema XIII, página 148. Encontrar una base de U + W que incluya los vee- 
tores de A; también una base que incluya los vectores de B. 


44. Demostrar que P= ((a,b, —b, a): a, he R] con adición definida por 
(a,b,—b,a) + (e,d,—d,c) = (ato b+d, —(b+d),a+0) 


y multiplicación escalar definida por k(o. b, —b, a) = (ka, kb, —Kb. ka) para todo (a, b, —b, a), (cd. —d.c)e P 
y keR, es yn espacio vectorial de dimensión dos. 


45. Sea el primo p un elemento primo de G del Problema 8, Capítulo 10. Denótese por F el cuerpo G/(p) y por F* 
el cuerpo primo Z/(p) de F. El cuerpo-F, considerado como espacio vectorial sobre 4”, tiene por base |1. 1]: 
luego F = (a, +1 + az vi: a, a, e 5). (a) Demostrar que F tiene a lo más p? elementos. (5) Demostrar que 
$ tiene al menos p? elementos (esto es, a, +1 + az+i=61*1 +b3*¡si, y solo si, a, — by = 43 = b3=0) 
y que, por tanto, tiene exactamente p? elementos. 
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ESPACIOS VECTORIALES [CAP. 13 


Generalizar el Problema 45 a un cuerpo finito 4 de característica prima p, sobre su cuerpo primo con » elemen- 
1os como base. 

Para £,n, 1e V,(R) y ke R demostrar 

(a) Emn=m0 (0) GHmra= En tontas (0) (kErm) = Igo). 


De la desigualdad de Schwarz obtener —1 << (£-m)/(|El » In)) <1 para demostrar que cos 9 = ¿É"7_ deter- 
mina un ángulo único entre 0* y 180”. del + Irí 


Supóngase la longitud definida como en Y, (R). Demuéstrese que (1, 1) € V, (Q) carece de longitud en tanto que 
(1, 1) e Va (C) es de longitud O. ¿Es posible dar una definición de £ - y tal que todo vector no nulo de Y, (C) tenga 
longitud diferente de 0? 


Sean ¿, y € V, (R) tales que |£] = |y|. Demostrar que ¿ — 7 y ¿ + y son ortogonales. ¿Cuál es la interpretación 
geométrica? 

Para el espacio vectorial Y de todos los polinomios en x sobre un cuerpo %, comprobar que las siguientes apli- 
caciones de Y en sí mismo son transformaciones lineales de Y. 

(a) a(x) > ala) (0) a(x) > a(-x) 

(8) a(z) > —afx) (d) a(z) > a(0) 


Demostrar que la aplicación 7: (a, b) > (a + 1, b + 1) de V, (R) en sí mismo no es una transformación lineal. 
Sugerencia. Compárese (€, + €z)T con (€,T + €,7). 


Para cada una de las transformaciones lineales A, estudiar la imagen de un vector arbitrario £ para determinar 
la característica de A y, si A es singular, determinar un vector no nulo cuya imagen sea O. 


(0) 4: 4>0D  e-> (2 


(6) A: 4-64 > (3,4 

(0) 4: 4>(1,12, «e -> (2,13), «s > (1,0,-2) 

() A: > (11D, e > (3,3,-3), « >(2,3,4) 

() A: 4>(0,1-D, q > EL1D, 4 > (10,2) 

(1) A: «e >/(1,0,3), e -> (0,1,1), e > (2,2,8) 

Resp. (a) regular; (b) singular, (1, 1); (c) regular; (d) singular, (3, 1, 0); (e) singular, (—1, 1, 1); (/) singular, 
Q,2, 1). 

Para cualesquiera A, Be «f y k, le F demostrar 

(a) kA EA 

(0) KA+B) =kA+KB; (e+DA =k4 +14 


(6) k(A*B) = (kA4)B = A(KB); (k-DA = k(A) 
(d) 0-A=k0=0; 14 =A4 


con 0 definido en la página 159. Junto con el Ejercicio 18, esto completa la demostración del Teorema XX, pá- 
gina 152. 


Calcular B- A de las transformaciones lineales del Ejemplo 13, página 152, para demostrar que, en general, 
A BRBrA. 


Para las transformaciones lineales sobre V, (R) 


e > (a,b, 0) ak» 
A: qe (def) y B: je>(mnap) 
«> (9, h,1) «> (q,7,8) 


obtener. > (d+met+nf+p) 


e > (a+jd+k,0+!) 
A+B 
la > (0+qgh+r ito) 
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«e > (dj+em+ fa, dk + en + fr, dl+ep + fa) 
> (0j+hm+iq, gk + hn+ir, gl+ hp+ is) 


y, para todo keR, «1 > (ka, kb, ke) 
ka 


k > (aj-+ bm + cg, ak + bn+ er, al +dp+ 8) 
A-B 


€ > (ld, ke, kf) 
es > (o, kh, ki) 


57. Calcular la inversa 47! de A: ¡E de Y, (R). 
e > (2,3) 
Sa, Ma dea pe y considérese (£4)47* =£ donde ¿= (a, 5). 
e> (rs) 
> (8,1) 
Jun pa 


58. Para la aplicación 


1,0) >.(1,1,1) 


má 1d A de V=V,(R) en W= V,(R) 


verificar que: 
(a) T, es una transformación lineal de Y en W. 
(b) La imagen de £ = (2, 1)e Y es (2,3, 4)e W. 
(e) El vector (1, 2,2) e W no es imagen. 

(d) Vx, tiene dimensión 2. 


59. Para la aplicación 


(1,0,0) => (1,0,1,1) 
(0,1,0) > (01,111) de V=Va(R) en W=V,(R) 


Ta “ 
«=(0,0,1) > (1,-1,0,0) 
comprobar que: 
(a) T, es una transformación lineal de Y en W. 
(b) La imagen de ¿= (1, —1, —1)e V es (0,0,0,0) e . 
(c) Vy, tiene dimensión 2 y rr, = 2. 


60. Para T, del Problema 58 y T, del Problema 59, verificar que 


om: Ja= 0,0 > (,0,2,2) 
10222 le=0,1) > (,-11,D) 


¿Cuál es la característica de T, + 77? 


Capítulo 14 


Matrices 


INTRODUCCION 


Considérense de nuevo las transformaciones lineales sobre Vy (R) 


:,>(8,b,c) > (i,k,D) 
A: ¿q> (def) y B; 44 >(m,n,p) (1) 
«> (9,h, 1) «> (9,7,8) 


para las cuales (véase Problema 56, Capítulo 13, página 162) 


e > (a+ b+k c+1 
A+B: $e > (d+me+n f+p) 
e? (g+q,h+r,1+38) 


€ > (aj + bm-+ eq, ak + bn +cer, al+ bp + cs) 
AB: $e > (dj +em+ faq, de +en+fr, dl +ep+f8) 
€ > (9i+hm+ig, gh +hn+ir, gl+hp+i8) 


e, > (La, kb, ke) 
KA: ¿e > (bd, ke,kf) , kER 
€, > (log, kh, ki) 


Con el objeto de simplificar, remplácese esta notación de las transformaciones lineales A y B por 
los cuadros 


Ta bc] Dior Y] 
defl. y B=i|imoaup (2) 
9 hi] : ara 
que se obtienen poniendo los vectores imagen entre corchetes y eliminando paréntesis y comas sobran- 
tes. El problema que se nos presenta es traducir las operaciones con transformaciones lineales a ope- 
raciones correspondientes con estos cuadros. Así tenemos: 


La suma A + B de los cuadros A y B es el cuadro cuyos elementos son las sumas de los ele- 
mentos correspondientes de A y B. 


El producto escalar kA de un escalar cualquiera k por 4 es el cuadro cuyos elementos son k 
veces los correspondientes elementos del A. 


Al formar el producto A* B piénsese que A Consiste en los vectores py, P2, P3 (los vectores fila 
de A), cuyos componentes son los elementos de las filas de 4 y que B consiste en los vectores yy, Y2, P3 
(los vectores columna de B), cuyos componentes son los elementos de las columnas de B. Entonces, 
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Pr Pri Yi PrrYa Pi-Ya 
AB = [plelnvovl = |oey PeY ev 
Pa Par Yi Par Ya Py Ya 


donde Pi * ys es el producto interno de p, y y,. Nótese cuidadosamente que en A * B aparece el producto 
interno de cada vector fila de A por cada vector columna de B; así como también que los elementos de 
cualquier fila de 4 + B son los productos internos, cuyo primer factor es el vector fila correspondien- 
te de A. 


Ejemplo 1: 
e 
(a) Si A =l, ] y B= h :l sobre Q, se tiene 
34 78 


PE Es al ÉS Ls el a pe Ls LS le 20] 


3+7 448 10 10-3 10-4 30 40] 
amo [132] [536] Ji5+21 1964298] -_ [19 22 
2/4) |7t8) [3:5+4+7 .3-6+4+-8 43 50 
y B:4 = pus Jura] _ [5+18 10+20] _ [28 84 
17.8 314 7T+24 14432 31 46 
1 0-2 31.0 
(b) si A=|o-8 1] y B=|-2 0 3| sobre Qusetieno 
2.1.0 0.21] 
3 1-4. 2 3-5 2 3.3 
A'B= 6 2 —“S3-1|=|6 :2 -10 y BA = 4.3 4 
6-2. —2 3 Me có 10108 > 


MATRICES CUADRADAS 


Los cuadros de la sección precedente, con los cuales se ha definido una adición, una multiplica- 
ción y una multiplicación escalar, se llaman matrices cuadradas; más exactamente, son matrices cua- 
dradas de orden 3, pues tienen 3? elementos. (En el Ejemplo 1(a) las matrices cuadradas son de orden 2.) 

Para poder escribir completamente matrices cuadradas de órdenes mayores vamos a introducir 
una notación más uniforme. En lo que sigue, los elementos de una matriz cuadrada se denotarán por 
una sola letra afectada de subíndices que varían, por ejemplo: 


Bn bi Dis bi 
bm Dam be da 
Da das Das bu 
bar Diz Des des 


Can a a 
A = [0 de a Y Hu 
15 OS 


Cualquier elemento, como el 5,4, por ejemplo, se ha de considerar como b),¿, si bien, al menos que sea 
necesario (como en b,21, que podría ser b,>,, O b, 21), no se pondrá la coma. Una ventaja de esta no- 
tación es que cada elemento indica su posición en la matriz. Por ejemplo, el elemento b,4 está en la se- 
gunda fila y cuarta columna, el 5, en la tercera fila y segunda columna, etc. Otra ventaja es que po- 
demos indicar las matrices A y B anteriores con solo escribir 


A = [a),  (¿=1,2,3; ¿=1,2,3) 
y B = [bu]. (1=1,2,8,4; j=1,2,3,4) 
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Entonces, para la A definida y C = [c;;], (i,j = 1,2, 3), el producto es 


pz atan Daya Hayes 
AC = |YNoaytn Docs Hasta 
Tuta 2D asta Zasta 


donde en cada casilla la sumación se extiende a todos los valores de j; por ejemplo, 


Fasycn = Uncra + Ogecas + Gar0ss, ete. 


Dos matrices cuadradas L y M se dirán iguales, L = M, si, y solo si, una es duplicado de la otra, 
esto es, si, y solo si, L y M son la misma transformación lineal. De modo que dos matrices iguales tie- 
nen necesariamente el mismo orden. 

En una matriz cuadrada se llama diagonal principal la diagonal que va de la esquina superior iz- 
quierda a la inferior derecha. Los elementos de la diagonal principal son los que tienen igual índice de 
fila y de columna y solamente eilos (por ejemplo, 2,,, 132, 034 de A). 

Por definición, hay una aplicación biyectiva entre el conjunto de todas las transformaciones linca- 
les de un espacio vectorial sobre F de dimensión n en sí mismo y el conjunto de todas las matrices cua- 
dradas sobre F de orden n (el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden x sobre F). Además, 
hemos definido cou estas matrices una adición y una multiplicación, de tal modo que esta aplicación 
es un isomorfismo. De modo que por los Teoremas XVIII y XIX del Capitulo 13, página 152, tenemos 


Teorema I. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre F dotado de adición y multipli- 
cación, es un anillo unitario 2. 
En consecuencia: 
La adición es asociativa y conmutativa sobre R. 
La multiplicación es asociativa, pero, en general, no es conmutativa sobre 2. 
La multiplicación es distributiva a izquierda y a derecha con respecto a la adición. 
Existe una matriz nula, 0, ó 0, elemento cero de A, cada uno de cuyos elementos es el cero de F. 


ooo 
Por ejemplo, 01 = l: o] y 0b= E O 0 | son matrices mulas sobre R de órdenes 2 y 3, 
0.0.0 


respectivamente. 
Existe una matriz 7, o 1, la unidad de %, que tiene por elementos de la diagonal principal la uni- 


dad de F y en todos los otros lugares tiene por elementos el cero de 4. Por ejemplo, l = E o] 


10 t 
e la=|0 1 0| son matrices unidad sobre R de órdenes 2 y 3, respectivamente. 
0.01] 


Para toda A=[a¡]eR existe una simétrica aditiva —A >= (—1)[a,] = [—0,] tal que 
A+ (-4)=0 F 

En lo que queda del libro utilizaremos 0 y 1, respectivamente, para denotar el elemento cero y el 
elemento unidad de todo cuerpo (página 118). Siempre que aparezcan z y u, originalmente reservados 
para denotar estos elementos, tendrán connotaciones diferentes. Así, pues, se usarán 0 e ] como se 
acaban de definir sobre R para las matrices nula y unidad sobre cualquier cuerpo 4. 


Por el Teorema XX, Capítulo 13, página 152, tenemos 


Teorema IL. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre 4 es un espacio vectorial. 
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Un conjunto de elementos de base para este espacio vectorial consiste en las n? matrices 
Es, (17=1,2,3,...,1) 
de orden n que tienen 1 como elemento en el lugar (i, j) y O en todos los otros. Por ejemplo, 
fi o] fo 1] fo 0 [2 a 
(En, En, En, En) = E ol , lo ol" lx ol' lo 11) 
es una base del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 sobre 4; y para toda matriz 


b 


a 
ls ls 
le dl 


tenemos A =aE,, + bEs2 + cEz, + dEz7, 


ALGEBRA MATRICIAL TOTAL 


El conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre 4 con las operaciones de adición, 
multiplicación y multiplicación escalar por elementos de 4 se llama álgebra matricial total M,(F). 


Ahora bien, así como hay subgrupos de grupos, subanillos de anillos, .. ., asimismo hay subálgebras 
a b ll 
de A,(F). Por ejemplo, el conjunto de todas las matrices 4 de la forma| 2c a > , donde a, b, 
22 a 


ce Q es una subálgebra de A,(0). Todo lo que hay que demostrar es que la adición, la multiplica- 
ción y la multiplicación escalar por elementos de Q sobre elementos de .A producen elementos de 4%. 
La adición y la multiplicación escalar no presentan dificultad, y así .4 es un subespacio del espacio vec- 
toral 4,(Q). En cuanto a la multiplicación, nótese que una base de 4 es el conjunto 


010] 001 
1,X=l001| Y =|200|». Dejamos al lector el demostrar que para 4, Be 4, 
200 020 


AB = (al +bX+cY)(x1 +yX + 2Y) 
= (ax +2b2+2cy)] + (ay +bx+2c2)X + (az +by+cx)Y E M; 
así que la multiplicación es conmutativa sobre %M. 


MATRIZ DE ORDEN m x n 
Por matriz sobre 4 se entiende toda disposición rectangular de elementos de F; por ejemplo, 


Qu de a bu Du bn du ai 
A =|d da 0x|, B=|bm be bas bm|,  C= dl es 
Ca Moz Us bx de du bu en 0] 
o bien A= la), (1j=1,2,3)  B= [bu (¿=1,2,8; j=1,2,3,4) 


C= (ci), ((=1,2,38,4; =1,2 
Una matriz semejante de m filas y 1 columnas se dirá matriz de orden m x n. 


Para m y n dados, considérese el conjunto de las matrices sobre 4 de orden m x n. Con la adición 
y Multiplicación escalar definidas exactamente como para las matrices cuadradas, tenemos el 
Teorema II. El conjunto de las matrices sobre F de orden m x n es un espacio vectorial sobre F, 

No puede definirse la multiplicación sobre este conjunto al menos que m = n. No obstante, pode- 
mos definir, como en el Problema 60, Capitulo 13, página 163, se sugiere, el producto de ciertos cua- 
dros rectangulares. Por ejemplo, utilizando las matrices 4, B, C anteriores, podemos formar A * B, 
pero no B- A;'B* C, pero no C* B; ni tampoco A + C ni C- A. La razón es clara: para formar L+ M, 
el número de columnas de L debe ser igual al número de filas de M. Para las B y C dadas, tenemos 


, 
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” An e A bucr Dbsts 
BC = |mllnvl o = [pen rv] = | Dun Dbsea 
pl ParYi ParYa Y bajen Y) dasCj 


Asi, pues, el producto de una matriz de orden m x n-por una matriz de orden n x p, ambas sobre el 
mismo cuerpo F, es una matriz de orden m x p. 
de Véanse Problemas 2-3. 


SOLUCIONES DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 


Hasta ahora el estudio de las matrices ha estado presidido por nuestro estudio previo de las trans- 
formaciones lineales de espacios vectoriales. Podríamos, sin embargo, haber comenzado el estudio de 
las matrices observando la aplicación biyectiva entre todos los sistemas de ecuaciones lineales homogé- 
neas sobre R y el conjunto de los cuadros de sus coeficientes; por ejemplo, 


(1) 22+ 3y+ 2=0 JS le 
(ii) 2 y+4=,0 y 1-1. 4 (3) 
(iii) 4x+1lly=52 =0 As dl. =5 


Lo que vamos a hacer aquí es demostrar que una matriz, considerada como matriz coeficiente de 
un sistema de ecuaciones homogéneas, puede utilizarse (en lugar de las ecuaciones mismas) para ob- 
tener soluciones del sistema. En lo que sigue expresamos nuestros «pasos», el resultado de nuestros 
«pasos», con las ecuaciones, y, por último, en forma de matriz. 

El sistema (3) dado tiene la solución trivial x = y = z = 0; tiene soluciones no triviales si, y solo 
si, una de las ecuaciones es una combinación lineal de las otras dos, es decir, si, y solo si, los vectores 
fila de la matriz de coeficientes son linealmente dependientes. El procedimiento para encontrar solu- 
ciones no triviales, si las hay, es bien conocido. El conjunto de «pasos» no es único; procederemos como 
sigue: multiplicamos la segunda ecuación por 2 y la restamos de la primera; luego multiplicamos la 
segunda ecuación por 4 y la restamos de la tercera, obteniendo así 


(1) —2(ii) 07+ 5y- Tz=0 Po 5 —7 
(ii) 2— y+4=0 1-1 4 (4) 
(i1i) — 4(ii) 0x +15y — 212 = 0 Lo 15-21] 
En (4), multiplicamos la primera ecuación por 3 y la restamos de la tercera: 
(i) — 2(ii)- 02 +5y=T2 =0 0. 5-7 
(ii) z— y+4= 11.4 (8) 
(ati) + 2(1i) — 8(6) Ox +0y +02 = 0 o “0-0 


Por último, en (5), multiplicamos la primera ecuación por 1/5 y, poniéndola de primera ecuación 
en (6), la sumamos a la segunda. Tenemos 


(1) —2(i1)] 02+ y= Te/5= 0 fo. 1 7/5 
$(3(11) + (3)] zx +0y + 132/5 = 0 1.0 18/5 (6) 
(iii) +2(ii) —3(i) do +0y+ 02 =0 [o 0.0 


Si ahora tomamos para z cualquier re R arbitrario, tenemos como solución del sistema: 
x= -131/5, y = 7r/5, 2 =r. 
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231 
Resumiendo: del sistema de ecuaciones dado (3) sacamos la matriz A=| 1—1 4 |; operando 
4 115 
Po 1-08 
sobre las filas de A llegamos a la matriz B=| 1 0 13/5 [;considerando B como una matriz coe- 
0.0.0 


ficiente en las mismas incógnitas, leemos la solución del sistema original. Damos ahora tres problemas 
de espacios vectoriales cuyas soluciones se siguen fácilmente: 
Ejemplo 2: ¿Es ¿, =(2,1,4), 2 = (3, —1,11), Es = (1,4, —5) una base de Y, (R)? 
Hacemos xE, + yéz + zéy = (2x + 3y + 2,x — y + 42,4x + Ily— 52) =0=(0,0,0) 
y obtenemos el sistema de ecuaciones (3). Mediante la solución x = —13/5, y =7/5, 2 = 1, 
encontramos que ¿y = (13/5)£, — (7/5)£2. Así que el conjunto dado no es una base, lo cual 
naturalmente está implicado por la matriz (5) que tiene una fila de ceros, 
Ejemplo 3: ¿El conjunto p, =(2,3,1), p,= (1, —1,4), pa = (4, 11, —5) es una base de Vy (R)? 


Los vectores dados son los vectores fila de (3). De los pasos indicados en (5) se deduce 
(iii) + 261) — 3) = 0, o sea py + 2p, — 3p, = 0. Asi que el conjunto dicho no es una base. 


Nota, Los problemas resueltos en los Ejemplos 2 y 3 son del mismo tipo y los cálculos son idén- 
ticos; los procedimientos iniciales, sin embargo, son bien diferentes. En el Ejemplo 2 los vectores da- 
dos constituyen las columnas de la matriz y las operaciones con la matriz implican combinaciones linea- 
les de las componenies correspondientes de estos vectores. En el Ejemplo 3 los vectores dados cons- 
tituyen las filas de la matriz y las operaciones con esta matriz implican combinaciones lineales de los 
vectores mismos. Seguiremos utilizando la notación del Capítulo 13, en que un vector de Y, (F) se 
escribe como una fila de elementos y asi utilizaremos de ahora en adelante el procedimiento del 
Ejemplo 3. 

Ejemplo 4: Demostrar que la transformación lineal 
a > 03D=p 
«4 > (111,4) =02 
> (4,11,-5) = p 
de Y = V, (R) es singular y hallar un vector de Y cuya imagen sea O. 


213 1 er 
Seescribe DP =|1 1 4|=| p2 | - Porel Ejemplo 3, py+2p2— 801 = 0; 
4 1-5 es 


de modo que la imagen de cualquier vector de Y es una combinación lineal de los vectores 
pr y Pz. Luego V, tiene dimensión 2 y T es singular, cosa que, desde luego, implica la ma- 
triz (5), que tiene una sola fila de ceros. 


Como 3p, — 2p3 — Ps = 0, la imagen de y = (3, 2, —1) es O, esto es, 


> Aa 
11 4|=0 
4 1 5 


Nota. El vector (3, —2, —1) puede considerarse como una matriz 1 x 3; con lo que el producto 


indicado es válido. 
Véase Problema 4. 


TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE UNA MATRIZ 


Al resolver un sistema de ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes en F se pueden realizar 
ciertas operaciones con los elementos (ecuaciones) del sistema sin que cambie su solución o soluciones: 


Se pueden permutar dos ecuaciones cualesquiera. 
Toda ecuación se puede multiplicar por un escalar cualquiera k + 0 de F. 
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Se puede multiplicar cualquier ecuación por cualquier escalar y sumarla a cualquier otra 
ecuación. 
Las operaciones que esto induce sobre la matriz coeficiente del sistema son las llamadas tramsfor- 
maciones elementales de fila siguientes: 


La permutación de las filas ¡ y j denotada por Hi, 

La multiplicación de cada elemento de la fila ¿por un escalar no nulo k y denotada por H, (k). 

La adición de los elementos de la fila ¡ de k (un escalar) veces los correspondientes elementos 
de la fila j, cosa que se denota por H,¡(k). 


Después veremos la utilidad de las transformaciones elementales de columna sobre una matriz que 
enumeramos ahora: 


La permutación de las columnas ¡ y j denotada por K;;. 

La multiplicación de cada elemento de la columna ¿ por un escalar no nulo k, denotada 
por K, (k). 

La adición a los elementos de la columna ¡ de k (un escalar) veces los elementos correspon- 
dientes de la columna /, lo cual se denota por K;; (k). 


Dos matrices A y B'se dirán equivalentes por fila (columna) si B puede obtenerse de A mediante 
una sucesión de transformaciones elementales de fila (columna). De igual modo se dirá que dos ma- 
trices A y B son equivalentes si B puede obtenerse de A mediante una sucesión de transformaciones de 
fila y columna. Si B es equivalente por fila, por columna, o equivalente a A, escribiremos B — A. De- 
jamos al lector la demostración de que = es una relación de equivalencia. 


Ejemplo 5: (a) Demostrar que el conjunto ((1, 2, 1,2), (2, 4, 3, 4), (1, 3, 2,3), (0, 3, 1, 3)) no es una base 
de V, (0). (b) Si T es la transformación lineal que tiene los veciores de (a) por imágenes, en 
su orden, de €, €z, €, €s, ¿Cuál es la característica de 77 (c) Hallar una base de Y, (Q) que 
contenga un subconjunto máximo linealmente independiente de vectores de (a). 


(a) Utilizando sucesivamente H,,(—2), Hyx(—1); His(—2), Hasl-3); Ha2(2), tenemos 


10 DE 12121 10-10 10-10 
er ls (0 0.3,0 | 40 20 
1323 0111 vidi 01 011 
0313 0313 0.0-2.0 EEES: 


El conjunto no es una base. 


(b) Utilizando H,¿(1), Hy2(—1) en la matriz final obtenida en (a), tenemos 


00 
01 
10 
00 


coo. 


0 
A 
14 
0.0 


Y B tiene el número máximo de ceros posible en una matriz equivalente por fila a 4 (com- 
probarlo). Como B tiene 3 vectores fila no nulos, Y, es de dimensión 3 y ry =3. 


(e) 


Revisando los pasos dados, se ve que no se ha agregado un múltiplo de la cuarta fila a 
ninguna de las otras tres. Así que los tres primeros vectores del conjunto dado son com- 
binaciones lineales de los vectores fila no nulos de 8. Los primeros tres vectores del con- 
junto dado junto con cualquier vector que no sea combinación lineal de los vectores fila 
no nulos de B, como €; o €,, por ejemplo, forman una base de Y, (Q). 


Considerando las filas de una matriz dada A como un conjunto S de vectores fila de Y, (F), inter- 
prétense las transformaciones elementales de fila sobre A en términos de los vectores de:S como: 
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Permutación de dos vectores cualesquiera de S. 
Sustitución de cualquier vector ¿e $ por un múltiplo escalar no nulo af. 
Sustitución de cualquier vector ¿e S por una combinación lineal ¿ + hn de é y cualquier 
otro vector y € $. 
Los ejemplos anteriores ilustran el 
Teorema II. Las operaciones que preceden efectuadas en un conjunto S de vectores de Y, (F) no 
aumentan ni disminuyen el número de vectores linealmente independientes de S. 
Véanse Problemas 5-7, 


MATRICES TRIANGULARES SUPERIORES, TRIANGULARES 
INFERIORES Y DIAGONALES 


Una matriz cuadrada A = [a,;] se dice triangular superior si a,; = 0 para ¡> j, y se dice triangu- 
lar inferior si a; = 0 para ¡ < j. Una matriz cuadrada que es simultáneamente triangular superior e 


123 100 
inferior se llama matriz diagonal. Por ejemplo, | 0 0 4 [es triangular superior, | 2 3 0 | es triangu- 
002 345 


100 2.00 
lar inferior, pero [0.0 0| y 0 3 0 | son diagonales. 
002 001 


Mediante transformaciones elementales, toda matriz cuadrada puede reducirse a una triangular 
superior, triangular inferior y diagonal. 


Ejemplo 6: 


123 
Reducir A =| 4 5 6 | sobre Q a triangular superior, triangular inferior y diagonal. 
578 


(a) Con  Hai(-4), Hy(-5); Has(—1), obtenemos 


123 E lis 8 1.2.3 
A = 456|-[0-3-6|-|0-3 -6 | quees triangular superior. 
578 03-17 7 a 


(0) Con Hya(—2/5), Hasí—5/1); Hyy(—21/10), Haa(—1/28) 
-8/s 03/5] [oo o 


123 0 
¿A = [aso |-| 37o2/7|-| 1/4 -1/4 0| queestriangalar inferior. 
578 57.38 5 7 8 


te) Con Ha (4), Ha(—5), Hoo(—1); Hio(2/3); His(—1), Hos(—6) 


1er 3 o 1.0.0 
A-=|0-3-6|-|0r3-6|-|0-3 0| que es diagonal. 
0. 0-1 o. 0-1 90 get 


Véase también Problema 8. 


UNA FORMA CANONICA 
En el Ejercicio 9 demostramos el 
Teorema IV. Toda matriz no nula A sobre 4 puede reducirse por sucesivas transformaciones ell 


mentales de fila a una matriz canónica por filas (matriz escalón) C que tiene las propie- 
dades siguientes: 


(1) Cada una de las primeras r filas de C tiene al menos un elemento no nulo; las filas 
restantes, si las hay, consisten en elementos ceros únicamente. 
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(ii) Enla fila ¿(i=1,2,..., r) de C, el primer elemento no nulo es 1. Numérese j, 
la columna en que está este elemento. 

(iii) El único elemento no nulo en la columna numerada j, (i = 1,2,.....,r) es el elemen- 
to 1 de la fila í. 


() h<j <<). 

Ejemplo 7: (a) “La matriz B del Problema 6, página 187, es una matriz canónica por filas. El primer ele- 
mento no nulo de la primera fila es 1 y se encuentra en la primera columna, el primer ele- 
mento no nulo de la segunda fila es 1 y se encuentra en la segunda columna, el primer 
elemento no nulo de la tercera fila es 1 y se encuentra en la quinta columna. Así, pues, 
h=1,=2, J3 = 5 y se cumple j, <j < ja. 


(b) La matriz 8 del Problema 7, página 187, no cumple la condición (iv) y no es, por tanto, 


L -% 
060 1:51 
una matriz canónica por filas. Pero se la puede reducir a | 0 0 1 1|=-C, 
..0..0.. 0 
Lo ..0..0 


que es una matriz canónica por filas, mediante las transformaciones elementales de fila 
Hi» His. 
En el Problema $, página 186, la matriz B es una matriz canónica por filas; es también la matriz 
unidad de orden 3, La transformación lineal A es regular y así también llamaremos regular la matriz A. 
Así, pues, 


Una matriz cuadrada de orden n es regular si, y solo si, es equivalente por fila a la matriz 
unidad /,. 


Toda matriz cuadrada de orden n no regular se dirá singular. Los términos singular y regular jamás se 
emplean si la matriz es de orden m x n con mn. 

La caracteristica de una transformación lineal A es el número de vectores linealmente indepen- 
dientes en el conjunto de vectores imagen. La característica de la transformación lineal A la llamare- 
mos característica de fila de la matriz A. Así que 


La característica de fila de una matriz m x n es el número de filas no nulas en su matriz ca- 
nónica por filas equivalente. 


Desde luego no se precisa reducir una matriz a forma canónica por filas para determinar su caracterís- 
tica. Por ejemplo, la característica de la matriz A del Problema 7 se puede obtener tan fácilmente de 
B como de la matriz canónica por filas C del Ejemplo 7(b). 


TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE COLUMNA 


Partiendo de una matriz A y utilizando solamente transformaciones elementales de columna, po- 
demos obtener matrices llamadas equivalentes por columna de A. Entre éstas hay una matriz canónica 
por columnas D cuyas propiedades son precisamente las obtenidas al intercambiar «fila» y «columna» 
en las propiedades gnumeradas para la matriz canónica por filas C. Se define como característica de 
columna de A el número de columnas de D que tienen al menos un elemento distinto de cero. Lo único 
que aquí nos interesa es el 


Teorema Y. La característica de fila y la característica de columna de toda matriz A son iguales. 


Para una demostración, véase el Problema 10. 
Como consecuencia, definimos 
La característica de una matriz es su característica de fila (columna). 
Sea una matriz A sobre F de orden m x n y característica r reducida asu forma canónica por 


filas C. Entonces, utilizando el elemento 1 que aparece en cada una de las primeras r filas de C y me- 
diante transformaciones apropiadas del tipo- K;,(k), C puede reducirse a una matriz cuyos únicos ele- 
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mentos distintos de cero son estos 1. Por último, por transformaciones del tipo K;,, estos 1 se pueden 
llevar a ocupar las posiciones diagonales en las primeras r filas y r columnas. La matriz que resulta, 
denotada por N, se llama forma normal de A. 

Ejemplo 8: 

(a) En el Problema 4 tenemos 


1220 1 o «-2l 
ru ¡EPEE] 1 A El 
3842 0 0 

2713 0 


0..0..0 


Usando K31(—4), K¿1(2); Ky2(1), Kgz(—1) sobre C, obtenemos 


1.0 +5] 1.0.0 :] 1000] 1 
0. 1-1 1 0151 0100 lo 0 

A- - - = rmal 
0o.0.0.0 ....0..0 0000 [s 9] AAA 
o...0.0 0.0.0.0 0000 


(b) La matriz B es la forma normal de A en el Problema 5, 


(c) Para la matriz del Problema 6 obtenemos, mediante las transformaciones elementales de columna apli- 
cadas a B, Ks1(—4), K32(1), Ker(—2); Kos 


1.0400 10000 
Ajo 1.2 0(-[o1000|= [10] 
0.0.0.1 00100 


Nota. Por estos ejemplos se podria pensar que al reducir A a su forma normal hay que aplicar 
primero transformaciones de fila y luego exclusivamente transformaciones de columna. Pero este Or- 


den no es necesario. 
Véase Problema 11, 


MATRICES ELEMENTALES 


La matriz que resulta de aplicar una transformación elemental de fila (columna) a la matriz uni- 
dad /, se llama matriz fila (columna) elemental. Toda matriz fila (columna) elemental se denotará por 
el mismo símbolo que se emplea para denotar la transformación elemental que produce la matriz. 


Ejemplo 9: 
100] 


Sies 1=|01 y tenemos. 


001 
Y 001 100 100 
Hy=|010|= Kj. Hak) =|0k0|= K4k), Has(k) =|0 1 k|= Kgolk) 
100 001 001 


Por el Teorema 111 tenemos 

Teorema VI. Toda matriz elemental es regular. 

Ñ 

Teorema VI. El producto de dos o más matrices elementales es regular. 
De aquí se deduce fácilmente 


Teorema VIIL Para hacer una transformación elemental de fila (columna) H (K) sobre una matriz 4 
de orden m x n, hágase el producto H* A (4 * K) donde H (K) es la matriz que se 
obtiene por la transformación H (K) sobre 1. 
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Las matrices H y K del Teorema VIII no llevan indicación de su orden. Si A es de orden m x n, 
un producto tal como el H,¿ + 4 * Kz3(k) ha de implicar que H,3 es de orden men tanto que K,y(k) es 
de orden n, ya que de otra manera el producto indicado no tendría sentido. 


1234 
Ejemplo 10: Dada An EEE sobre Q, calcular 
[2468 
o01||1234 2468 
(a) Hy-A =¡010|-|5678| = [5678 
100||2468 1234 
z300|[1234 3 -6 -9-12 
(0) Hi-3)-4 = 010|-|5678| = 816078 
oo1||2468 2.4. 6 8 
AE 1.2.3.0 
(0) A-Kaa = [5678 y, pjs 0 72 
2468 
DE ¡odls : ) 


Supóngase ahora que H,,Hj,..., H, y Ki, Kz, ..., K, son sucesiones de transformaciones ele- 
mentales que, realizadas en el orden de sus subíndices sobre una matriz A, la reducen a B, es decir, 


Ho... Ha Hi: A Ki Ko*...*Ki = B 
Entonces, definiendo S = H,*.. 


2 *H, y T=K,*K,"...* K, tenemos 
S-A"T = B 
Con lo que A y B son matrices equivalentes. La demostración del recíproco 


Teorema IX. Si A y B son matrices equivalentes, existen matrices regulares S y 7 tales que 
S:A*T=B. 
se dará en la sección siguiente. 
Como consecuencia del Teorema IX, tenemos 


Teorema IX'. Para toda matriz A existen matrices regulares S y T tales que S + A+ T = N, la forma 
normal de A. 1 
Ejemplo 11: Hallar matrices regulares S y T sobre Q tales que 


1124 
S:A:T = S: 3 8 2|-T = N, laformanormaldeA. 
4 9-1 

1.21 100 
Con -Hai(-3), Hyi(-4), Ka1(—2), Kyi(1), hallamos A =|3 8 2|-|02 5 |. Entonces, 


E HA 013 


100 
con Has(—1), obtenemos A —| 0 1 2 | y, por último, Hs2(—1), K3,(—2) dan la forma normal 
pda 013 
010| Así, pues, 

001 
Hs(1) * His —1) + Hsi(4) + Har(—8) + A * Ka1(2)* Kar(1) * Ksa(—2) 
1. 00|f100 100 100 1-2 o||101[[10 0 
=|0 1 0[.o 1-Aal[ 0o10|.|-810|[-4:0 1 Of. 010|[Ho0 1-2 
0-1 1[[oo0 1[|-401 001 o o 1[joo1|[oo 1 
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1.00 1 2-1 1-2 5 100 
1 1-1| 3 8 2/0 1-2| =|010 
51 2||4 9—jjo o 1 001 


He aquí otro procedimiento: empezamos con el cuadro 


1.0.0 

0.1.0 

0.0 1 

E a Y 
la $8.8.2.0.1.0 
Al = 4 9-1 0 0 1 


y procedemos a reducir A a /. Al hacer esto, cada transformación de fila se aplica a las filas de seis elemen- 
tos y cada transformación de columna se aplica a las columnas de seis elementos. Mediante H,,(—3), Hyx(—4); 


Kal 


Rhuermoonm 
voe.ono 


2) Ksx(1); Has(1); Har(—1); Ks2(—2) obtenemos 

o 1.00 1-2 1 

0 0.1 0 e E 

1 01-04 0.0.1 

A ra 0 L £abri 070 100100 

2.0 1.0 02.53.10 002. 5-3 1 0 
1.001>0134.01>+01 3-4 0 1 

1-2 1 1-24 12 5 

0.1 0 0.1.0 0.12 

0.0.1 0o.0.1 019 
1001.00 1.00.01.00 ED EE A 

0 1 29 ss 0 ae E A E T 
001 34 01 ->.00 1-51 2>001-5-1 2= 18 


y S:A*T= I, como antes, 


Véase también Problema 12. 


INVERSAS DE MATRICES ELEMENTALES 


Para cada una de las transformaciones elementales hay una transformación inversa, es decir, una 
transformación que deshace lo hecho por la transformación elemental. Expresadas por transformacio- 
nes elementales o por matrices elementales, hallamos 

Aj' = Hy Ky' = Ku 

HT(k) = H(Uk) K '() = K(1/k) 

Sk) = — Gu) = Si 
Pr Hj*() = Hol) KG: = Ky(—k) 
Teorema X. La inversa de una transformación elemental de fila (columna) es una transformación 
elemental de fila (columna) de igual orden. 

y 
Teorema XL La inversa de una matriz fila (columna) elemental es regular. 


En el Ejercicio 13 demostramos 


Teorema XIL 


La inversa del producto de dos matrices A y B, cada una de las cuales tiene inversa, 
es el producto de las inversas en orden inverso, es decir, 
(A-B)"* BA 
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El Teorema XII se puede generalizar de inmediato a la inversa del producto de cualquier número 
de matrices. En particular tenemos: 
si S=H,*...*Ho- Hi 
si P=Ki+Ko*... Ko 


Supóngase A de orden m x n. Por el Teorema 1X' existen matrices regulares S de orden m y T de 
orden n tales que S: 4*T = N, la forma normal de A. Entonces, 


A = SUUS:A-T)TA = SN TA 


En particular tenemos 
Teorema XII. Si A es regular y si S+ A+ T = 1, entonces 
A = So Ta 


esto es, toda matriz regular de orden n se puede expresar como producto de matrices 
elementales del mismo orden. 


Ejemplo 12: En cl ejemplo 11 tenemos 
S = Hal) + HD By) Ha y 7 = Ka(2)* Ka (0) * Kg (2) 


Entonces, 
Ss = Hp) HH ED E E) = Ha1(8) + Hals) + Has) + Had) 
Rhioo]fr1oo] roo] f10o 100 
o td: 
001 PE poz 011 paña AÑ 
100 10 2 12m. 
TA = Kal) Ka Ko (2) = [012 |+|0 1 0[-|o10|=|0 1 2 
voo1| [o o 1||oo1 0.0.1 
100 1 21] 1, 2.1 
y a = suTr= |s2e1/. 0 1 2|=|3 82). 
411|[o o 1 4 9 


Supóngase que A y B sobre F de orden m x n tienen la misma característica. Tienen entonces la 
misma forma normal N y existen matrices regulares S,, T,; Sz, T, tales que S¿AT, = N = S¿BT,. 
Mediante las inversas 5; ! y T¡* de S, y T, obtenemos 


A = S :S:¡AT¡*T7' = Si'-SiBT2+*T¡! = (S¡"-S)B(T2=-T7') = S-B-T 
Así que A y B son equivalentes. Dejamos la recíproca al lector y enunciamos el 


Teorema XIV. Dos matrices A y B sobre F'-de orden m x n son equivalentes si, y solo si, tienen la 
misma característica, 


INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR 
La inversa A”!, si existe, de una matriz cuadrada A tiene la propiedad 
ASA = ALA = 1 


Como la característica de un producto de dos matrices no puede exceder la característica de ninguno 
de los factores (véase Capítulo 13), tenemos 


Teorema XV. La inversa de una matriz A existe si, y solo si, A es regular. 


Sea A regular. Por el Teorema IX' existen matrices regulares S y T tales que S* A+ T = 1. Enton- 
ces, A =S71-T7!, y por el Teorema XII, 


AS (STA = TS 
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Ejemplo 13: 
Mediante los: resultados del Ejemplo 11, hallamos que 
12 5 x 14 $ -1 12 
ALt= T+*S =|0 1-2]|- die 1 LA. 1 35 
0.0 1 —3-1 2 bb 2 


Al calcular la inversa de una matriz regular, es más simple utilizar solamente transformaciones 
elementales de fila. 


Ejemplo 14: 
1121 
Hallar la inversa de A =| 38 2 del Ejemplo 11 utilizando solamente transformaciones ele- 
mentales de fila. LY 1] 
Tenemos 
12411 40.06 e a ll eE 1 Sd 
AN =|3 8 210 1 0 |-[0o 2225-31 0|-|0j1 3-4 051 
4 9-1/0 0 1 001. 34001 002 5-31 0 
1. 0-79 0-2 lo 026-712 
=|0 1 3,4 0 1-0 1. 0 1410 3-56| = (1 A". 
0.50 =115,,1.-2 0,0 1 -5-1 2 


Véase también Problema 14. 


POLINOMIO MINIMO DE UNA MATRIZ CUADRADA 


Sea A + 0 una matriz de orden n sobre F. Como A € 4. (F), el conjunto (1, A, 4?, ... 
linealmente dependiente y existen escalares Ag, 4;, 47, .-., G,2 nO todos nulos tales que 


pa 


(A) = A+ MAR AH +A? = 00 


En esta sección nos ocuparemos del polinomio mónico m(A)e F[A.] de grado mínimo ta! que 
m(A) = 0. Es claro que o bien m(A) = H(A) o bien m(A) es un divisor propio de H(1). En uno u otro caso 
ml) se dirá polinomio mínimo de A. 

El procedimiento más elemental de obtener el polinomio mínimo de A + 0 es él siguiente: 


(1) Si A= al, aye F, entonces m(k) =%— ag: 
(2) SiA 4 al, paratodo a e F, pero A? = a, A + aplcon ay, a, e F, entonces mid) = 12 — ah — do. 


(3) Si 4? + aA + Bl] para todo a, be F, pero A? = a,4? + a,A + ag! con ay, a, az e F, entonces 
m(A) =23 — ad? — ajh — do. 


y así sucesivamente. 
Ejemplo 15: 


122 
Hallar el polinomio mínimo de A =| 2 1 2 | sobre Q. 
221 


Como A + ap! para todo aye Q, 

8 122] 100 Pata 20 20 
8| = a 212|+aJ010|=| 24 05+a 2a 
9 001 2, 20 +0 


Después de verificar cada término, concluimos que 4? = 44 + 5] y el polinomio mínimo es 2? — 44. — 5, 
Véase también Problema 15. 
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El Ejemplo 15 y el Problema 15 sugieren que el término constante del polinomio mínimo de 4 + 0 
es distinto de cero si, y solo si, A es regular. Un segundo procedimiento para calcular la inversa de una 
matriz regular se desprende entonces de aqui. 


122 
Ejemplo 16: Hallar la inversa 47, sabiendo que el polinomio mínimo de A = | 2 1 2 | (véase Ejem- 
plo 15) es 1? - 42 —5. 2 41 


Como 4? — 44 — 5] = 0, tenemos, tras multiplicar por 47!, A — 4J— $SA7* =0; 


3/5 2/5 2/5 
luego A71= HA-4) = 2/8 3/5 2/5 |. 
2/5 2/5 —3/5 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


Sean 4 un cuerpo dado y las indeterminadas x,, X2, - - - , X». Por forma lineal sobre F en las n in- 
determinadas, se entiende un polinomio del tipo 


ax + ba + o: + Pa 
en que a,b,...,peF. Considérese ahora un sistema de m ecuaciones lineales 
QyZi + Qda + c++ + Onda = hi 


Anti + Oya + ++0 + QanTn he 


(m 


AmiTr + Qmela do 000 + ana = hm 


en el que tanto los coeficientes a; como los términos constantes h, son elementos de 4, Es de notar que 
el signo de igualdad en (7) no se puede interpretar como en los capítulos anteriores, ya que en cada 
ecuación el segundo miembro está en F, pero el primero no. Siguiendo la práctica corriente, escribi- 
mos (7) para indicar que se buscan elementos r,, r2,...,r,€ F tales que al remplazar los x, por los 


r¡(i= 1,2,...,n)el sistema se compondrá de igualdades entre elementos de 4. Un conjunto semejante 
de elementos r, se dice solución de (7). 

Denótese por A = [ay], ((=1,2,....m; E 
la matriz coeficiente de (7) y por S = (£1, €2,  - . , Em) el conjunto de vectores fila de A. Como los ¿, 


son vectores de V, (4), el número de vectores linealmente independientes en S es r <n. Sin perder 
generalidad, podemos (y así. lo haremos) suponer que estos r vectores linealmente independientes cons- 
tituyen las primeras r filas de A, lo cual, en efecto, lo más que exige es escribir las ecuaciones de (7) 
en orden diferente. 


Supóngase ahora que hemos hallado un vector p = (rj,F2,....1])€ V, (F) tal que 
SO 
Como cada É, (i =r + 1,r +2,...,m) es combinación lineal con coeficientes en 4 de los r vectores 
linealmente independientes de A, se sigue que 
Er Mao Ergo gs 0 E Mi (8) 
Y X1 =F1X2 =F2 +... , Xx, = 7, es una solución de (7) si, y solo si, en (8) cada h, es la misma combi- 
nación lineal de h,, A, ...., h, que es €; del conjunto ¿1, Ez, ... . , É,, es decir, si, y solamente si, la ca- 
ps On ha 
racterística de fila de la matriz aumentada [A H] = | ** 0 Ms también r. 
en am 
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Hemos demostrado así el 


Teorema XVI. Un sistema (7) de m ecuaciones lineales en 1 incógnitas tiene solución si, y solo si, 
la característica de fila de la matriz coeficiente A y la de la matriz aumentada [4 H] 
del sistema son iguales. 


Supóngase que A y [4 H] tienen igual característica de fila r < n y que [4 H] se ha reducido a 
su forma canónica de fila 


pe 
01 


Us 


Crr+r Cursa. Cm ls 


Corel Crea 


Crr+1 Crr+a 
00 0 a O GO 0 
00%... 0 0 0.0 


Dense valores arbitrarios S,+1, Sp+z o, EF A Xp41) Xp42) >> +, Xn5 EMÉONCES, 
1 = Ki — Cir+a*8rr — Cirezt8Br+s — “** — Cin*8n 


Ka — Corert8res — CarratSris — +0. — Can*Sn 


Er Ke — Crr+it8rer — Cryrez* Sra — 


quedan univocamente determinadas. Tenemos 


Teorema XVI. En un sistema (7) en el cual la característica común de fila de A y [4 H] esr<n, 
se pueden dar valores arbitrarios en F a n — r incógnitas y entonces las restantes r 
incógnitas quedan unívocamente determinadas en función de éstas. 


Sistemas de ecuaciones lineales no homogéneas. 


El sistema (7) se llama de ecuaciones lineales no homogéneas sobre F si no todos los h, = 0. Para 
saber si un tal sistema tiene o no una solución y cómo se halla la solución (soluciones), si existe, proce- 
demos a reducir la matriz aumentada [A H] del sistema a su forma canónica de fila. Las distintas po- 


sibilidades se ilustran en los ejemplos que siguen, 


Ejemplo 17: 
2 +28 +2 = 1 
Considérese el sistema J22, — 24 + 273 —%4 = 1 sobre Q. 
Ax, + 329 — dan + 14 = 2 
Tenemos 
E E E 1] LEER E 1 o E E O 1 
[AH] = A SA Y do a E E Me ME E E e 
4. 3-4 1 2 05.81. —= (9.0, 0, =£ 


Si bien ésta no es la forma canónica de fila, vemos, en seguida, que 
ra=2< 3B3="am 
y cl sistema es incompatible, es decir, carece de solución. 


Ejemplo 18: 


Considérese el sistema 


3, +8x, + 207 = 28 sobre Q. 


2 +27 %=-1 
dx, +90 2% =14 
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/ 
Ps » 
O o: pa 1 Bol 
gos s 2 esp-[0. 2:56 038-0018 018 
9, M4 0-0 78 18 | 0.2.6 3 
1. 0-7 -37 1.00 -2 
94-35 18 [80 E 0-3 
0. 0-1 -5 40 Lo Bl 


AQUÍ, 4 = Tian número de incógnitas. Hay una única solución: x, = 


Ejemplo 19: 
dá a+ a+ a+ a+m-=3 
Considtress dlisistgma 1] PELI A ZO e 
—a, + 209 Bag + 20 m6 = 1 
3e — 27 +20 3x,—2es = -1 
Tenemos 
q tried A E 
PO il Il 
bh di de UL E A 
Laa 2-22 a 0-4 -1 6-5 -10 


0.0.2 4 9 
10-15-28 -52 
0 1 14 25 46 
0 


1 Dd 2 4 9 10-00-24 9 
0 IS E DA dis 1 LE A 
0 067 6 9 22 0 0 -—1-14-2  -46 
0 0 
0 —52 -92 -172 


0 3-10 17-34 
E IC 9 
1 11-38 -6|_ 
0.1 14 02 46 
o 


150: 9:02 4 9 1.0.0.0. 6/13 31/13 
lea] sl 0:28! 228) -52 [0 1 0 019/13 31/13 
YIIBEE: ao ak 46 0.0. 1.0. 3/13 4/13 
0.0 0. 1 23/13 43/13 0. 0.0 1 2/13 43/13 


Aquí 4: y [4 H] tienen ambas característica 4; el sistema es compatible, es decir, tiene una o más soluciones. 
A diferencia del sistema del Ejemplo 18, la característica es menor que el número de incógnitas. Ahora bien, 
xy + hi2 = 31/13 
2 xs = 31/13 
xy + $0 = 4/13 
za + Hzs = 43/13 


el sistema dado es equivalente a y es claro que si damos a xz cualquier valor 


r€ Q, entonces x, = (31 — 6rJ/13, x, = (-31 + 19rJ13, xa = (4 = 3rJ/13, xa = (43 — 23r)/13, xs =r 
es una solución. Por ejemplo, x, =1, x7 = 2, xy l) x= -2,x3=3 y X, = 31/13, 2 = —31/13, 
xy = 4/13, xa = 43/13, xs = 0 son soluciones particulares del sistema. 


Véanse también Problemas 16-18. 
Estos ejemplos y problemas ilustran el 


Teorema XVII. Un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas sobre 4 en n incógnitas tiene una 
solución en F si, y solo si,'la característica de su matriz coeficiente es igual a la carac- 
terística de su matriz aumentada. Si la característica común €s n, el sistema tiene una 
solución única. Si la característica común es r < n, se pueden dar valores arbitrarios 
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en F a n — r de las incógnitas y entonces las restantes r incógnitas quedan univoca- 
mente determinadas en función de éstas. 


Sim = n en el sistema (7) podemos proceder como sígue: 


Qu a... a] EN hy 
“ (i) Escríbase el sistema en forma matricial e a es al 2] = | M1 o bien en forma 
| na oz 2 %n Bn 


más compacta, A + X = H donde X es la matriz n x 1 de incógnitas y H es la matriz n x 1 de tér- 
minos constantes. 

Procédase ó0n la matriz A como al calcular A”?. Si durante el proceso se obtiene una fila o co- 
lumna de elementos nulos, A es singular y hay que comenzar de nuevo con la matriz [4 H] como 
en el primer procedimiento. Pero si A es regular con inversa 4”*, entonces 47 (4*X) = 47*+H 


(ii 


y X=A7-H. S 
Ejemplo 20: 
Y -26 7 12 
Para el sistema del Ejemplo 18 tenemos, por el Ejemplo 14, 471 = | 11 3-5 |; entonces 
SHA 
za pe Zl 
= -26 -1 12 1 =2 
X=|2m|=4%H=| 11 3 -5|-| 28 | =| 3| y obtenemos la solución única como 
2 z +2] pr] 8 


antes. 


- Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas. 


— El sistema (7) se llama de ecuaciones lineales homogéneas si'todo h, = 0. Como entonces la carac- 
terística de la matriz coeficiente es la misma que la de la matriz aumentada, el sistema tiene siempre 
una o más soluciones, Si la característica es n, entonces la solución trivial x, = xy :=x,=0 
es la única solución; sí la característica es r < n, el Teorema XV/' asegura la existencia de soluciones 
no triviales. Tenemos el 


Teorema XVIIL Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas sobre F en n incógnitas tiene siempre 
la solución trivial x, = xz >= *** =x, =0. Si la característica de la matriz coefi- 
ciente es n, la solución trivial es la única solución; si la característica es r < n, se 
pueden dar valores arbitrarios en 4 a n — r de las incógnitas y las restantes r in- 
cógnitas quedan univocamente determinadas en función de éstas. 


a +2x3— 2 =0 
Ejemplo 21: Resolver el sistema 32, + 827 + 225 = 0 sobre Q.. 
de +97 1m=0 


Por el Ejemplo 18, 4 — 7. Así, pues, x1 =X; =x3 =0 es la única solución. 


+ xt m+zx=0 
Ejemplo 22: Resolver el sistema AS 2x3 + 2 = 0 sobre Q. 
3x, + 427 + 323 +22, = 0 
Tenemos 
1111 id e TER TE 
4 = [28321 |[0 1 0-1|[<|o 1 0-1| decaracterística 2 
3432 [PE 0.0.0.0 


Haciendo xy = 5, x4 = 1 con s, e Q, obtenemos las soluciones pedidas así: xy = =s — 21, 


da > Véase también Problema 19. 
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DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 


A cada matriz cuadrada A sobre 4 se puede asociar un elemento único a e F. Este elemento a, 
llamado determinante de A, se denota bien por det A o bien por ||. Considérese la matriz cuadrada 
de orden n 


a Qi Oi... a 
Qe zz des ... 2 


y un producto 
yy, Oj Qi + ++ Cjy, 


de n de sus elementos tomados de tal manera que de cada fila hay uno, y solo uno, y de cada columna 
uno, y solo uno. Nótese que los factores en este producto están ordenados de modo que los índices de 
fila (primeros subíndices) aparecen en el orden natural, 1,2,3,..., n. La sucesión de los índices de 
columna (segundos subíndices) es una permutación 
e =Modrias da 
de los dígitos 1,2, 3,....,n. Para esta permutación, defínase e, = +10 —1, según que p sea par o 
impar, y fórmese el producto provisto de signo 
(a) £o sj, 2), Dojy + Ona 


El conjunto S, de todas las permutaciones de n símbolos contiene n! elementos; de modo que se pue- 
den formar n! productos distintos del tipo (a). El determinante de A se define como la suma de estos 
n! productos dotados de signo (llamados términos de |4]), es decir, 


(b) lM] = ? € Qi, Uaja Qajz +0 > Unjy 
Ejemplo 23: ' 


10) 


A | t19fUirdao + tapizado, = Giros — 209 


Así, pues, el determinante de una matriz de orden 2 es el producto de los elementos diagonales 
de la matriz menos el producto de los elementos que no están en la diagonal. 


1 Ar O 
(1) Ga Ca A] = ejaoii gados + esgallriadas + 21901791039 
am a + es310 12023031 + e3120,9091037 + es9119039091 
=  Oyyóosllz — y Uog(tgz — Oy9091Ug3 + AyoUog091 E 213001097 — Uy 999091 


= yy(dtggdos — Uog072) — Ay2(421033 — 29031) + E13(021077 — 272031) 


dar as da da da da 
Ku M1 + 
das Ly dar Aaa 41 dy 
ass a 
= (ittay| > El 2 Sa | 
ta 0 | 621 055 
Uy a 
+ (Dia, 
Ple 


llamado desarrollo del determinante con respecto a su primera fila. Se deja al lector hacer el 
desarrollo con respecto a cada fila y cada columna. 
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PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 


En toda esta sección, 4 es la matriz cuadrada de orden n cuyo determinante |4| viene dado por (b) 
de la sección precedente. 
De (b) se sigue fácilmente 
Teorema XIX. Si cada elemento de una fila (columna) de una matriz cuadrada A es cero, entonces 
l4] =0. 
Teorema XX. Si A es triangular superior (inferior) o diagonal, entonces |4| = a,,4,3433*** Gas 
producto de los elementos diagonales. 
Teorema XXI. Si B se obtiene de A multiplicando su fila ¡ (columna ¿) por un escalar no nulo k, es 


15] =k|al. 
Veamos ahora (a) con más detalle. Como p es una aplicación de S = (1,2, 3,..., nm) en sí mismo, 
se puede expresar (véase Capítulo 1) como 
e: ldo= 3, 2p=dy Bp= y... MO =1,, 
Con esta notación, (a) toma la forma 
-(a) € Gr,1p (2,09 05,99 --- Unonp 
y (b) toma la forma 
(br) 141 = Leo uo a, Ma. ++ nano 


Como S, es un grupo, contiene la inversa 


a E 


de p. Además, p y p”* son ambas impares o ambas pares. Así, pues, (a) se puede escribir como 


971 gt, 3y got, 59 gon gg ++ Upon, 


y después de reordenar los factores para que los índices de columna queden en orden natural, como 
(a”) 1 Liga, 1 gos 239 21,3 0 + Uap= tn 


y (b) como (5*) 14] = 2 E971 Mip=,5 got, 9 gym, + + Lap, 


Para toda matriz cuadrada A = [a] se define la transpuesta de A, denotada por 47 como la ma- 
triz que se obtiene intercambiando las filas y columnas de A. Por ejemplo, 


du dí dy Dan da ln 
si A =|G:x 02 | entonces AT =| 012 Ga o 
Oy da dy Lis es Qs | 


Escribamos, pues, A” = [a]] donde a] = a, para todo ¡ y j. Entonces el término de |4”| 


A 
= toro. apra oa ++: Unpjn 
es por (6””) un término de |4]. Como esto es cierto para toda p e S,, queda demostrado el 
Teorema XXIL Si A” cs la transpuesta de la matriz cuadrada 4, entonces |47| = |A]. 


Sea ahora A una matriz cuadrada y sea B la matriz obtenida multiplicando la fila ¡de A por un es- 
calar no nulo k. Expresada por matrices elementales B = H,(k) - A; y, por el Teorema XXI, 


18] = [Hdk)-A] = k|A] 
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Pero |H;(k)| = k; luego |H,(k) * 4] = |H,(k)| -|4]. Por una demostración independiente o bien por el 
Teorema XXII, también tenemos 
[A+ Kik)] = |A]- |Xi0)] 
Denótese ahora por B la matriz que se obtiene de la A intercambiando sus columnas ¡ y j y denóte- 
se por r la transposición correspondiente (i, j). El efecto de 1 sobre (a”) es producir 


(a”””) Sor 1,107 02,207 3,307 + + Uasnor 
por tanto, [B| = 2 Epr Ly, 197 Uo,9pr Ua,gpr >> Unnpr 
Pero a = preS, es par si p es impar e impar si p es par; de modo que e, = —€,. Además, con 1 


fijo, hágase describir S, a p; entonces o describe S, y así 


UB = Zoro lago Moo 000 ao HA 
Queda demostrado el z 
Teorema XXIII. Si B se obtiene de 4 intercambiando dos ado ad de sus filas (columnas), en- 
tonces |B| = —|A]. 

Como en el Teorema XXI B = A+ K; y |Ky| = —1, tenemos |4 + K,¡| = |4] *K;| y, por sime- 
tría, |H,* 4| = |H,| * 14]. 

De aquí se sigue de inmediato, excluyendo todo cuerpo de característica dos, 
Teorema XXIV. Si dos filas (columnas) de A son idénticas, entonces |4] = 0. 

Por último, sea B obtenida de A sumando a su fila ¿ el producto por k (un escalar) de su fila j. 
Suponiendo j< i, 


IB] = Ertaao ooo Ojo 000 ictn (jo FM) Brest > Diao 


= Dot asp oso +00 nono 


+ z Corp o Ojo ia op (0) iros ++ np 


¡Ap +0 = ja (con (6') y Teoremas XXI y XXIV) 


Queda demostrado (el caso j > ¡ se deja al lector) el 


Teorema XXV, Si B resulta de A por adición a su fila ¡del producto por k (un escalar) de su fila j, 
es [B| = |4|. Teorema que también es válido si se cambia «fila» por «columna». 


Como en el Teorema XXV, B= H,¡(k)* 4 y |H,(k)] =|1] = 1, se tiene 
[4,004] = [JH 00114] y ]a* Ki0o] = 14] [K,001 
“Y ahora queda demostrado el 


Teorema XXVI. Si A es una matriz cuadrada de orden n y H(K) es una matriz elemental cuadrada por 
fila (columna) de orden n, entonces 


MI y MK] =]|a]:1K] 


Por el Teorema 1X', toda matriz cuadrada A se puede expresar como 


|A-4| =|H 


(c) A= HP BL. HN KA. Ko te Kit 


Y entonces, por aplicaciones reiteradas del Teorema XXVI, se obtiene 
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lM] = JAP Ho"... HN =KP KG 0 KK" 


= |A; 


¡ES [E] [NIK 29] >. Ke [+ |K2!] 

Si A es regular, entonces N = 1 y |N] = 1; si A es singular, entonces uno o más de los elementos dia- 
gonales de N es 0 y |[N| =0. Así, pues, 

Teorema XXVII. Una matriz cuadrada A es regular si, y solo si, 4] + 0. 


E 
Teorema XXVIII. Si A y E son matrices cuadradas de orden n, entonces |4 * B| = |4|  |Bl. 


CALCULO DE DETERMINANTES 
Utilizando el resultado del Ejemplo 23 (ii), tenemos 


asloloslrolss 


aa 
0 
AS 


(40 —42) — 2(32—30) + 8(28—25) 
= -2-4+9 = 3 


El procedimiento más práctico para calcular [A] de orden n= 3 consiste en reducir A a forma 
triangular mediante transformaciones elementales de los tipos H,¡(k) y K;,(k) exclusivamente (no al- 
teran el valor de |4|) y luego aplicando el Teorema XX. Si se usan otras transformaciones elementales, 
deben hacerse anotaciones cuidadosas, pues el efecto de H,, o de K;, es cambiar el signo de [4] en tanto 
que el de H¡(k) o de K;(k) es multiplicar |4| por k. 


Ejemplo 24: Observando las formas triangulares obtenidas en el Ejemplo 6 y en el Problema 8, se ve que 
mientras que los elementos diagonales no son únicos, el producto de los elementos diagonales 
lo es. En el Ejemplo 6(a), página 171, tenemos 


128 De E 
lA] =|456| =|0o-3-6|= [0-3 -6| = (3D) = 3 
578 0-3 7 0 0-1 


Véase también Problema 20. 


Problemas resueltos 


1-2 4 
ds 2.4 1-2 

1. Hailar la imagen de ¿= (1,2,3,4) por la transformación lineal A = de 
Y, (Q) en sí mismo. A 6-1 
1.3.2.0 


¿A =¿ln Ya 1318] = (Ey ¿nda Ev E174) 
= (9,15,25, 3) (Véase Problema 15, Capítulo 13, página 158.) 
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1 
2. Calcular A*B y B»A dadas A =| 2 y B=[456]. 
3 
1 1-4 1-5 1-6 45656 
AB = |2|.[456) = | 2-4 2-5 2-6| = | 81012 
3 3-4 3-5 3-6 12 15 18 
1 
y B-A = [156)-|2| = U-1+5:2+6:3] = [32 
3 
12 A UL 
3. Si ÁA= E 0 3-2 0]|, Hallar 4+B. 
1. =t -1 
A en 1462 -4+2 pri z [ 5-2 : 
6 3+1 HH Sl 
1220 
e 2531 ñ 
4, Demostrar que la transformación lineal | g g. 4 9 |en VÁ (R) es singular y hallar un vector cuya 
imagen sea 0. 2713 


1220 12.20 1.0 4-2 
2531|_0 11 1|_ [0 14 1 
3842 0 2-2 2 0.0.0 0 
2113 0.33 3 o.0..0. 0 


La transformación es singular, de característica 2, 

Designense las matrices equivalentes por A, B, C, respectivamente, y denótense por pi, Pa, Pa, Pa los vectores 
fila de A, por pj, pi, ps, pa los vectores fila de 8 y por pf, pz, ps, py los vectores fila de C. Aplicando en orden 
los pasos, tenemos 


A = palo A = PB Pe =P Lor 


E A AA 
Ahora bien, e = Aa = lod) — 02201) = m-2ata = 0 
mientras que py = p—30, = (020) — 302201) = pe 3p+ dp = 0 


Así, pues, la imagen de ¿ = (1, —2, 1, 0) es 0; también la imagen de y = (4, —-3, 0, 1) es 0. Demostrar que los 
vectores cuya imagen es 0 llenan un subespacio de dimensión 2 en V, (R) 


5. Demostrar que la transformación lineal A 
LADA NN LM 


Encontramos 
123 1 BB: de 8 8 11.01 1.01 100 

4 =|[213|-[0o-3-3[-[o 1 1|-[o:1 1[-[o11|-[|o010| = B 
321 0-48 0-4 -8 0. 0-4 001 001 


Los vectores fila de A son linealmente independientes; la transformación lineal A es regular. 
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12348] 
6. Hallar la característica de la transformación lineal A=|2 5 310 7 | de V,(R)en V,(R). 
3.5710 4 
Hajlamos 
HAM aaa 
25310 7[-[o 11 2 38|-Jo 11 2 3/0 1-4 2 0| = B 
3.5710 4 [sa EE] 0.0.0.0 1) 0.0. 0 0 1 


Los vectores imagen son linealmente independientes; 1, = 3. 


7. Del conjunto ((2, 5,0, —3), (3,2,1,2), (1,2,1,0), (5,6,3,2), (1, —2, —1,2)) de vectores de 
V4 (R), elegir un subconjunto linealmente independiente máximo. 


El conjunto dado es linealmente dependiente (¿por qué?). Hallamos 
HERE: Fo 1-2 -27 0.1 2-3 


e E 0-42 2 0 0-10 —10 
e EU: GANAS A E E O DA e E EA A A 
56.3, 2 D-4-2 2 0 0 10 —10 
E 21 2 0-4-2 2 o 0-10 10 
Po 1 -2 73] 90. 1 0-1 
0-0 4 a 0.0.1 1 
=[10 5 6 |<[1 90. 0 4|= 3 
o 0 —10 10 ..0.0.0 
Lo o -10 —10 ..0.0.0 


Examinando los pasos dados, es claro que los primeros tres vectores de A son combinaciones lineales de los tres 
vectores linealmente independientes de B (compruébese esto). Así, ((2, 5, 0, —3), (3, 2, 1,2), (1,2, 1, 0)) es un 
subconjunto máximo linealmente independiente de A. ¿Se puede concluir que cualesquiera tres vectores de A son 
necesariamente linealmente independientes? Compruébese considerando el subconjunto ((1, 2, 1, 0), (5, 6, 3, 2), 
(1, -2, -1,2)). 


12 s] 
8. Mediante transformaciones elementales de columna, reducir A = |456 a triangular 
superior, triangular inferior y diagonal. 57 s] 
Con Kya(—2/3), Koa(—5/6); Kya(1), Ksal—1/26), — obtenemos 
123] Pa 2 3] [-o2 -s/8 3 
A =l4b5s6|- 0 . 6|- O —1/4 6 | quees triangular superior. 
578 13 148 8 0.0.8 


Con Kz(—2), Ka1(-8); Koa(-2) obtenemos 


123 100 100 
A =|s56|- [4-3 -6|-[4-3 0| queestriangular inferior. 
578 53 -7 5-31 


Con  Kg(—2), Kgi(—3), Kga[—2); Kys(5) Keal—3); Kio(4/3) obtenemos 


10.0 Fa 0.0 G e. 0. 
A-[4-3 0|-|4-3 0|-|[0-3 0| queesdiagonal. 
531 B 0-1 0. 0-1 
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Demostrar: Toda matriz no nula 4 sobre 4 se puede reducir por sucesivas transformaciones ele- 
mentales de fila a una matriz canónica por filas (matriz escalón) C con las propiedades siguientes: 


(i) Cada una de las primeras r filas de C tiene por lo menos un elemento distinto de cero; las 
otras filas, si las hay, consisten enteramente en elementos cero. 


(ii) Enla filas (¿= 1,2,..., r) de C, su primer elemento no nulo es 1, la unidad de F, Numé- 
rese j, la columna en que está este elemento. 


(iii) El único elemento no nulo en la columna numerada j, (1= 1,2,...,r) es el elemento 1 
en la fila í 

() H<j< o <j. 
Considérese la primera columna no nula, numerada j,, de 4: 

(a) Si ay, +0, empléese H,(a;!) para reducirla a 1, si es preciso. 

(6) Si a;,, =0, pero a, + O, empléese H,, y procédase como en (4). 

(e) Utilicense transformaciones del tipo H,,(k) para obtener ceros en todos los otros lugares de la columna j, 
si es preciso. 
Si solamente en la primera fila de la matriz B que resulta aparecen elementos no nulos, entonces B = C; 


si no, hay un elemento no nulo en otro lugar de la columna numerada j, > j;. Si bay, + 0, utilicese Ha(63,1) 
como en (a) y procédase como en (c); si b;,, =0, pero b,, + 0, utilicese Ha, y procédase como en (a) y (0). 


Si se presentan elementos no nulos solamente en las primeras dos filas de la matriz que resulta, hemos lle- 
gado a C; si no, hay una columna numerada J, > J¿ que tiene elementos no nulos en otro lugar de la columna. 
Si... y así sucesivamente; al final debemos llegar a C. 


Demostrar: La característica de fila y la característica de columna de una matriz A sobre F son 
iguales. 

Considérese una matriz m x n y supóngase que tiene características r de fila y s de columna. Asi que un 
subconjunto máximo de vectores columna linealmente independientes de esta matriz, consiste en s vectores, 
Intercambiando columnas, si és preciso, dispóngase de modo que las primeras s columnas sean linealmente i: 
dependientes. Se deja al cuidado del lector demostrar que tales permutaciones de columnas no aumentan ni dis- 
minuyen la característica de fila de la matriz dada. Sin que se pierda generalidad, podemos supone: que en 


A 
Mos ae 


Ame Ums+1 0 Um 


son linealmente independientes los primeros s vectores columna );, Ja, «+, Jy en tanto que cada uno de los 
restantes n — s vectores columna es combinación lineal de éstos, por ejemplo, 


Y = Cam + ar + A a (6 = 1,2)... 18) 


con ey e F. Definanse los siguientes vectores: 


p1= (00 jp + %19), p2 = (gr 0pg 9090), 209 Om = (Qro Amos ++ <> Dong) 


Merida 01 On = (ips os 001 91,0) 


y % = (019021) 0001 O341,1), 02 = (019,09 - 


Como los p están en un espacio Y, (F), cualesquiera s + 1 de ellos forman un conjunto linealmente dependien- 
te. Así, pues, existen escalares b,, b,,...,b,y, de F no todos nulos, tales que 


Oyoy + bapg + +0 e + Degros+i == (1011 + Doy + 00 + Oy 1094 1,1 Di010 + Dogo + +++ 

+01 DyQyy oh Dados + 00 * + Da410541,0) 
= (ero £*0, 0) = 4 

donde ¿ = (0,0,...,0) =0 es el vector mulo de 1, (F) y ¿= (b,b3,-..,D,+1). Entonces, 


+ Da4 1054 
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E ¿a ==“ =g0=0 


Considérese cualquiera de los restantes o, por ejemplo, 


O O 
= [Ortiz + Egptra 4000 Cage Co] + Ogg 000 Cl 
O) 
Entonces, Eno = Clero) + clero) + ooo + alero) = 0 


Asi que cualquier conjunto de s + 1 filas de 4 es linealmente dependiente; luego 5« r, esto es, 
la característica de columna de una matriz no puede exceder su característica de fila. 


Para completar la demostración hemos de demostrar que r = s. Y esto puede hacerse de una de dos maneras: 


(1) Repitiendo el razonamiento anterior comenzando con las filas: linealmente independientes (las primeras 7) 
en A, y deduciendo que sus primeras r + 1 columnas son linealmente dependientes. 


(ii) Considérese la traspuesta de A 


Uy % k 
ar - | a 


cuyas filas son las columnas correspondientes de A. Entonces, la característica de fila de AT es s, la carac- 
terística de columna de A, y la característica de columna de A? es r, que es la característica de fila de 4. 
Por el razonamiento anterior, la característica de columna de A7 no puede superar su característica de fila; 
es decir, rs. 


En cualquier caso, tenemos r = s, como se requería. 


3.2.3 4 5 
11. Reducir A=|2-1 4 5 1|sobre Ra forma normal. 
45 1 2-3 


Primero utilizamos H,z(—1) para tener el elemento 1 en la primera fila y primera columna; así 


A 3.2.3.4 5] 113-1104 
A = [2-1 4.651 |2-1-4 5 1 
4,51. 23 4 5 1 2-=8 


Con Ha(-2), Hy(-4), Ka(=9), Ksi(D), Karl1), Ko (4), tenemos 


dl e s. Jos a Ello clon 4 
0 -— 5-40 


Utilizando, entonces, Hasí—1), KA-1/7), Ks2i6), Kal), Ks2(T), tenemos 


y, por último, con Ha(—1), Kys(—1), Ksg(—12), 


1 
A - 0 
o 
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+ SS MG EE] 
A=|2 1 -3 -6 | Sobre Ra forma normal N y hallar matrices S y T tales que 
331 
S:A*T=N. 
Hallamos 
1000 Doo e 
0.1.0.0 0.10 0 
CC 0.0.1.0 
0.0.0.1 0.0.0 1 
1d 1 LOs 1112320 
la 2 1-3-6 0 1 0 0-1 -5-10-2 1 0 
Alo= 3 3 1.2.0.01>0.0-2 -4-3 0 1 
111 2 111 -2 
0: 10: «lO 0 1v00 0 
0.0.1 0 0.0.1.0 
0.0.0.1 ES 
100.9 Yv0%0 1/0 00m 0! 0 
0-1 -5-10-2 1 0 0.1.5 10 2-1 0 
> 0. 0-2 -4-3 0 1>.0 0 1 2 3/2 0-1/2 
11 1-2 1-11 0 
0.1.0.0 0.1.0.0 
0.0.1.0 0.0 1-2 
0.0.0.1 0.0.0 1 
100.0 1 0.0 PO o 
0.1.0 0-1/2-1 5/2 0.1 0 0-1/2-1 5/2 T 
20.012 382 0-12 > 0.0 1 0 3/2 0-12 = NS 
. AE 
Luego S =|-—11/2 1 5/2 | y T= y 
8/2 0-12 da 
0.0.0 1 


13. Demostrar: El inverso del producto de dos matrices A y B, ambas dotadas de inversa, es el pro- 
ducto de las inversas en orden inverso, esto es, 


(BJ! =B +47 
Por definición, (4* B)”* +(4* B) = (4* BJ(A + BJ”! = 1. Ahora bien, 
(B71:471)-(4:B)=B UA :AB=B"*:1:B=B"*:B=1 


y (A BABA) = A(B> BOYA = ASA 1 
Como (4* B)”! es único (véase Problema 33), tenemos (4 + B)"! =B7!:47!, 
124 
14. Calcular la inversa de A = | 3 1 0 | sobre Z/(5). 
221 
Tenor 124100] [124100 124100 
M1] = 310010|-[(003210|-|033301 
221001 033301 003210 
124100 102401 100111 
=lo11102|-fo11102|-[o10232 
001420 001420 001420 
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15. Hallar el polinomio mínimo de A = 


que es imposible. Póngase ahora 


Aa = 


day +0 


240 +0 =4 
La +01 =4 


elemento de A? y no antes, concluimos que mí) = A? — 


16. Hallar todas las soluciones, si las hay, del sistema 


Tenemos 

Fes 
31 1 3 
- [4H] =|-2 3-1-2 
11533 
Ll 27 32 
Á 3 

o 
=[o1s 5 
0-8 -3 
03 3 
100 1/4 
010 5/4 
=[|o001. 1 
0.0.0 13/4 
000 0 


111 
a 020 |+a0 
101 


' 


5 
1 112 e 
3 


MATRICES 


] sobre R, 


Es claro que A 4 ao] para todo ay € R. Póngase 


207 +01 +09 
4a +24, +a9 
20, +0, 


obtenemos 29 = 0, a, = —4, az 


201 +20 +323+ de 
B— 2i+ a+ Bm = 
221 +30 29 20 = 
21 + Da + 325 — 
Lar + 722 + 3% — Lx 


a 
2 


4 
1 
3 


10 12 3/4 


Y2 3/4 


0.0 -—3/2 7/4 


1 1 


00-3/2 7/4 


1/4 5/4 
010 -5/4 3/4 


a 


o 


4 + 4% 


coono 


191 


+0 


= 4, Después de comprobar para todo 


3/47 


v4 
1 

19/4 
0 


Tanto A como [4 H] tienen característica 4, el número de incógnitas. Hay una solución única: x, = 1, x¿= 2, 


x=-2xu=1 


Nota. El primer paso en la reducción fue Ha. Fue para tener el elemento 1 en la primera fila y primera 
columna, cosa que también se habría podido lograr con H4(3). 
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321 
17. Reducir | 6 5 4 | sobre Z/(7) a forma normal. 
42 5| 
Com Hi65) Hat), Har(3): Hi), Hat) HA): HD), Hag[5), tenemos 
321 135] [fras] frios 106] [roo 
654 ssal-jo12[-[o12)=|o12|-|010 
1425 1425 [o<s] 005 0.01 001 
[a +20:+ +8 = 4 
18, Hallar todas las soluciones, si las hay, del sistema 2%: + 72 +32 +22 = 1.55 715). 
202 + + 2% =3 
3 + 22+373 +40 = 2 


Tenemos r - 
1213 a 1913 4 E a 1002 

“ao ara aral “(est 2] [erss € [0133 
[ABLA OS 0211 3 poz1ta | 09.000 
la13a 2| Loooo o [oooo 0; 0000 


1] 
4 
0 
o 


Aquí, Ta = 14 my = 2; el sistema es compatible, Haciendo x, = s y xa = 1, con s, 1 € Z/(S), todas las solucio- 


nes vienen dadas por 
2m=14+8t, 2=44+20+2, 23=8, 7,= 


Como Z/(S) es un cuerpo finito, solamente hay un número finito (hallarlo) de soluciones. 


(20:+ matas = 0 


19. Resolver el sistema y 21 + xa = 0 sobre Z/(3). 
22+ x= 0 
211 122 122 10 1] 
Tenemos AS 5 ld E lia o 
021 021) [oz1 000] 
Entonces haciendo y, = s€ Z/(3), obtenemos x, = 25, x, = x3 = 5 como. solución. 
- Eno (92) 
20. Con cada matriz sobre Q, calcular: e To 
o 1-30 fa 1-3 1.0.0 A 
(ml 25 cap=|-3.5 4 3 218|=| 2 5 0|=-65 
=3 NS 5 2-2 5 3 13 -5 3 13 


Se emplea X,¿(—1) para remplazar a,, = 0 por un elemento no nulo. El mismo resultado se puede obte- 


ner utilizando K,z; entonces, 


0.1-3 1 0-3| EL lo 10 
2.5 4) = -|[s 2 4| ='-[5"2 19| = -|[56 2 0 | = =66 
3 2-2l 2-3 -2 2-3 4 2-3 65/2 
Otra alternativa en el cálculo es la siguiente 
0 1-3 0 o 0 
2.564 =| 2 560|=-M], | = -6+8) = 65 
3 2-2 2.24 
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Pz 3-2 4 A 3-2 4 o A! 
o|3212]|5-2 1251-92 
302.34 1234 1 5 1 3 
-2 405 64.05 6-4 12-19 
sl 0 0 0 A 0 0 0 =l o a 0 
_2|aia 3 3j_Z|1 1 0 0_ja 0 0 
E 1 5 16 2 1 Pas Y 
6 -14 12 -19 —6 —14 -30 —61 —6 —14 -30 —149/8 
= (IM(IGN143/8) = 286 
Problemas propuestos 
102 123 | EH 
21. Dadas A=|031|, B=|134|, C=| 1 0 1|- sobreQ calcular: 
120 143 1-2 1 
22 5] 310 3 > 2 1] 
(a) AFB=|1 65 (c) A:B=[| 41315 (e) AC= 4-2 -2 
563 614 20 26 4-6 
306] = 00] 942 
(b) 3A = 093 (dd) B-C= 0-2 0 (1) A42=A-A=|41 3 
260 0 0-2 4 610 
- J y 


22. En el Problema 21 verificar: (0) (4 + BIC = AC + BC, (b) (4 * BIC = A(B*C). 


23. Para A= [ay], (¡=1,2.3; j=1,2,3), calcular 1, * 4 y A*13 (igualmente O, * A y 4*03) para comprobar 
que en el conjunto 2 de las matrices cuadradas de orden n sobre 4, la matriz nula y la matriz unidad con- 
mutan con todos los elementos de %. 


a 16, 8 


24, Demostrar que el conjunto de todas las matrices de la forma | 0 a-+b 0 | donde a, b, ce Q es una subálgebra 
de AQ). 0.0.0 
a be 

25, Demostrar que el conjunto de todas las matrices de la forma | 0 a+e 0 | donde a, b, ce R, es una subálgebra 
de MAR). coboa 


26. Hallar la dimensión del espacio vectorial generado por cada uno de los conjuntos de vectores sobre O siguien- 
tes. Elegir una base para cada uno. 
(a) ((,4,2,4), (1,3,1,2), (0,1,1,2), (3,8,2,4)) 
(0) ((1,2,3,4,5), (5,4,3,2,1), (1,0,1,0,1), (3,2, —1,-2, —5)) 
(e) ((1,1,0,—1.1), (1,0,1,1,—1), (0,1,0,1,0), (1,0,0,1,1), (1,—1,0,1,1)) 
Resp. (a) 2, (b)3, (0)4 


27. Demostrar que la transformación lineal A = de Ya (R) en si mismo es singular y hallar un vec- 


3 
3 
tor cuya imagen sea 0. E 


o 
1 
4 
2 
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28. Demostrar: Las matrices cuadradas de orden 3 1, Hiz Mix, Hass Hiz* His» Hi2* Haz con la multiplicación 
forman un grupo isomorfo al grupo simétrico de 3 letras. 


29, Demostrar: Con respecto a la multiplicación, el conjunto de las matrices cuadradas diagonales de orden n regula- 
res sobre F es un grupo conmutativo. 


30. Reducir las siguientes matrices sobre R a su matriz canónica equivalente por filas: 


1212 Pessco67s 
11322 e|1s5789 
[2434 567898 
3746] 10 11 1213.14 15 
Ay isejo 8 
118 
(6 |2 1-3-6 ms botad 
133.22 
E 
2 4-18 
1002 DL 
107 Ln 0100 denle 
R sp |o1o0 1 
ro [3 :] dd Ulogrio]| LE PÚloyoooa 
Ñ 0012 
A 0000 o 


3l.. En el Ejemplo 11, página 175, utilizar M¿(), Hy(—D, Has(=5), Ka(2) sobre 


1-2 1 
0.1.0 
0.0.1 
1.0.0 1.00 = 
0.2 5-3 1 0 1- 0 0 a 
0.1 3-4 0 1 yohimgmse S=| 1 3 -5 0 
3/2 -1/2 1 2 
para mostrar que las matrices regulares 5 y T tales que S-A*T =J no son únicas. 
11.2 3-2 
32, Reducir A = | 2-2 1 3 [sobre Ra forma normal N y determinar matrices S y Ttales que A+ T=N. 
3.041] 


33. Demostrar que si A es regular, su inversa A”* es única. 
Sugerencia: Suponer A-B=C-A= l y considerar (C-A)-B=C-(4-8). 


34. Demostrar: Si A es regular, entonces 4*R= A*C implica B= C. 


35, Demostrar que si las matrices regulares A y B conmutan, también lo hacen (a) 47! y B, (b) Ay B7*,(c) 47* y B7!. 
Sugerencia: (a) ATUA*BJA! = AT UB+AJA7!, 


36. Hallar la inversa de 


= 3427 
133 129] 2332 
(1143 ()|133 la ao 
134 243| 232] 
ls ¡E a 
(10245 (d) 132 147) 2.3 5-5 sobre Q. 
059 la > 3-45 8 
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1-3 3 L=3 2 3-6 s] 
Resp. (a) | —1 1 0|, (6)|-3 3-1|, (0) jl|-3 3 0 
a 01 21 0 2.0 a] 
. HN 114 7-26 2 16 -6 4 
Ja -—-3 16 22 41 -30 —1 
(ye ke E +. O ao lo Dal io as 30 —2 
111 02 4-13 6-1 
101 
37. Hallar la inversu de A =| 1 1 1 | sobre Z/(3). ¿Tiene A inversa sobre Z/(5)? 
211] 
021 
Rep. A1=|21.0 
112 
0.1.0 200 112 211 
38. Hallar el polinomio minimo de (a)|o 0 1|, (B| 010, ()|112]|, (0/1 21 
1.21 001 112 112 


Resp. (a) 34 2 2A— 1, (8) MM BAH 2, (0) 2 4A, (4) MBA +4 
Hallar la inversa de cada matriz (a), (b), (d) del Problema 36, mediante su polinomio mínimo. 


40. 
41 


Suponiendo que 23 + ad? + bA es el polinomio mínimo de una matriz regular A, hacer ver una contradicción. 
Demostrar los Teoremas XIX, XX y XXI, página 183. 


Demostrar el Teorema XXIV. (Sugerencia: Si las filas i y / son idénticas en A. [4] = 
Teorema XXVIII. 


Calcular: 


1.) + 14].) Y también el 


Resp. (a) —2, (b) —26, (c) 4, (d) 27, (e) 41, (f) 156 
xt 2 3 

(a) aaa | 

1.0.4 1-3 

Sugerencia: Desarrollar por la primera fila o por la primera columna. 

(a) 14 —- 1261 +42, (6) A — 1102 — 64 + 28 

Denótense los vectores fila de 4 = [a;y), (i,j = 1,2, 3) por py, Pz, P3- Demostrar que 

(a) p, X pa (véase Problema 13, Capítulo 13, página 157) se puede hallar como sigue: Escribase el cuadro 


) 


(0) 


Calcular: 


Resp. 


Ca Ca Cs 4 ds 


01 da da 
y táchese la primera columna. Entonces, 


anXxp = ( 


(6) lAl = poleo) = polo) = 


Ao dae 


a y dy Uy 


Ao | 


par lorX pa. 


LN] 


Ma Aa Ma e 
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46. Demostrar que el conjunto de formas lineales 


Li = Opt, + Qyara + > 
fa = Ggk, + dpto 


(a) 


Ei. OmiZi + Gmzla + > 
es linealmente dependiente sj, y solo si, la matriz coeficiente 


A = (a) ((=1,2,...,m 3=1,2, 


es de característica r < m. Así, pues, (a) es necesariamente linealmente dependiente si m > h. 


47. Hallar todas las soluciones de 
+ zm+zx<= 
(0) 32x, + 5x7 — 2x4 
2, + Tag — TXa 


[ U+ + zm =4 


(a) 2, — Ze, + 323— bz, = 1 E eii (ot: 
14 Baz — Leg = 


a+ mtbota=5 
(a) ) a+ 22323 4x4 
32, +6x,—2x3+ 2, = 8 
2x, + 2x2 + 22482, = 2 


2 + mt2+tom= 
(0) f2x, + 3x9 — 22 2x4 
4z, + 5x7 + 324 


5 
2 
7 


2 +30 + m4 24 + 2es 
22, + 527 — day + 224 25 = 
—2+ mt 20 2 + as 
32 + 23+ 23-224 + 8% 


2 + 2-2 + 2 +3% =1 
(1) 322 22 +22 +2x,+6% = 2 (9) 
Ba, + 2xy — dez — 824 — 9x5 = 3 


mu 
onao 


sobre Q. 


Resp. (a) 2; =1+2r—38+5t, 13=", 23=8, 2=1 


(6) 2, = 17/32 — Wr/3, 27 = 5/34 4r/3, x=" 
(d) 2,=2, 22=1/5, 23=0, 22=4/5 
0 a=1 2m=2r, 2=v, 2 =-3b, 25 =D 


(0) 2 = 1/5 dr/5, 22=2, 24 = lr, 2, = —14/8—+r/5, 23 =r 


48. (a) Demostrar que el conjunto Mz = (4, B,.. ..) de las matrices sobre ( de orden 2 es isomorfo al espacio vec- 


% dy 
torial V, (Q). Sugerencia: Usar A = [ a ] = (119 019 01, aa). Véase Problema 3, Capítulo 10, 
página 108. qa, 


(6) Demostrar que 7,, = E :] O [ z] lo [e : e ls [ a es una base del espacio 
vectorial. 0 0.0 p 1 


bu da] l 
(c) Demostrar: A conmuta con B = pa E si, y solo si, A conmuta con toda /,, de (5). 
1 Dan 
Sugerencia: B=biilix + Dialia + Baxlas + Dadas: 


49. Definase S¿ = [ Ss d| 2 ye 2) - Demuéstrese que (a) S¿ es un espacio vectorial sobre R, (b) S, es un 
y 2 
cuerpo. 
Sugerencia: En (b) muéstrese que la aplicación Sy > C : [ E z] > y + yi es un isomorfismo. 
y 2 
50. Demuéstrese que el conjunto 2 = ((q, + q2i + qaj + qak): 41 92» 93, 94 € R) con la adición -y multiplicación 
definidas en el Problema 27, Capítulo 11, página 123, es isomorfo al conjunto 


de 9% 
H qu 4 


Ss = : 41% 4% ER 
a <a a aa]: ren 


¿Es S, un cuerpo? J 
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51, 


52. 


53. 


55. 


Demostrar: Si é1, És, ...., €] son m < n vectores linealmente independientes de Y, (2), los p vectores 
MA Ent + ooh emtm, (1=1,2,...,p) 

son linealmente dependientes si p > m o bien, cuando p.<m, si [s;,¡] es de caracteristica r < p. 

Demostrar: Si £,, éz,.... €, son vectores linealmente independientes de Y, (%), los n vectores 
A A] 

son linealmente independientes si, y solo si, [ay] + 0. 


Verificar que el anillo T, = ll : :abe€ el tiene los subanillos 
0 


e j 


(A (AI E 


como sus ideales propios. Escribir el homomorfismo que determina a cada uno como un ideal. (Véase Teore- 
ma VI, Capítulo 10, página 105.) 


Demostrar: (4 + BP = 47 + B” y (4: BJ = BT + A? si A y B son matrices cuadradas de orden n sobre F: 


Considérense los vectorés X y Y de: n componentes como matrices 1-X n y compruébese que 


X+Y = X:YT = Y.XT 


(a) Demostrar que el conjunto de matrices cuadradas de orden 4 


“Mo = (LH Hyg His, Hoz, Hass Boss Hz? Hiro Ha Has, Hz? His Big? Hass Hg? Hgo 
Hiy*Hy, Ha Has, Haro Hoz Hist Hs Hz Has His? Has, Hioo Hgo Bras 
Hy Hi Hs His BH Hr His Hi His Hit Ho His Hist His Hip) 


es un grupo multiplicativo. Sugerencia: Mostrar que lá aplicación 
Hy+ (9, Hy Ha (50, Ey Bj (00D, Hijo Her Ha (kl) 


de .4l en S, es un isomorfismo, 


(6) Demostrarqueel subconjunto (1,H,3, Has Hy2 * Has His Has His Hor Hs Hs ras Ha? Hi Ha) 
de A es un grupo isomorfo al grupo octal de un cuadrado, (En la Fig, 9-1, página 92, designar los vértices 
1,2,3,4 por (1,0,0,0), (0, 1, 0,0), (0,0, 1,0) y (0,0,0, 1) respectivamente.) 


Demostrar que el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 


¿Toa fa 0] foa] fio fo] fo a] Po a 
la ojo] oa] [1 0]? [oa]? 0 1] 1 o]. [20 
es un grupo multiplicativo isomorfo al grupo octal de un cuadrado. 


Sugerencia; - Sitúese el cuadrado de la Fig. 9-1, página 92, en.un sistema de coordenadas rectangular de modo 
que los vértices 1,2, 3,4 tengan coordenadas (1, —1), (1, 1), (— 1,1), (—1, —1) respectivamente. 


Sean S generado por (1,0,1,—1), (1,0,2,3), (3,0,2, —1), (1,0, —2, —7) y,T generado por (2,1,3,2), 
(0, 4, —1, 0), (2,3. —4, 2), (2, 4, —1, 2) subespacios de Y, (Q). Hallar bases para S, T, SAT y S4+ T. 


Capítulo 15 


Polinomios de matrices 


MATRICES CON ELEMENTOS POLINOMIOS 


Sea F[A] el dominio de polinomios que consiste en todos los polinomios en A con coeficientes 
en F. Una matriz m x n sobre F[A], es decir, cuyos elementos son polinomios de F[A], 


am(A) (A) ... am(A) 
a pal A + E 
Ami(A) AmlA) +...  QmnlA) 


se dice una matriz A (léase matriz lambda). 

Como F C F[A], el conjunto de todas las matrices m x n sobre % es un subconjunto del con- 
junto de todas las matrices A sobre F[1]. Es, pues, de esperar que gran parte de lo dicho en el Capí- 
tulo 14 se verifique aquí, con cambios ligeros a lo más. Por ejemplo, con adición y multiplicación de- 
finidas sobre el conjunto de las matrices A cuadradas de orden n sabre F[1], se encuentra sin dificultad 
que este conjunto es también un anillo no conmutativo con unidad /,, precisamente como ocurre con 


0 1+1 
es regular, es decir, |4(A)] = 2( + 1) 4 0, A(A) no tiene inversa sobre F[A]. La razón es, desde lue- 
go, que en general a() no tiene simétrica multiplicativa en F[A]. Así que resulta imposible generalizar 


el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre F. Por otra parte, si bien A(a) = E 0 | 


la noción de transformaciones elementales a las matrices) de modo que, por ejemplo 


A 0 10 
AQ = pe 
6 ls El 6 4 
TRANSFORMACIONES ELEMENTALES 


Se definen como sigue las transformaciones elementales de matrices A: 


El intercambio de las filas i y j, denotado por H,y; el intercambio de las columnas ¡ y j, deno- 
tado por K;. 

La multiplicación de la fila ¿ por un elemento ke 4 diferente de cero, denotada por H;(k); 
la multiplicación de la columna ¿ por un elemento .k e F diferente de cero, denotada por K;(k). 

La adición a la fila i del producto de f(A) e F[A] por la fila j, denotada por H(f(2.)); la adi- 
ción a la columna ¿ del producto de f(A) e F[A] por la columna j, denotada por KA). 


(Obsérvese que las dos primeras transformaciones son idénticas a las del Capítulo 14, en tanto que la 
tercera permite multiplicar por todo elemento de F[A].) 

Se denotarán por el mismo símbolo una transformación elemental y la matriz elemental obtenida 
aplicando esa transformación a /. Así una transformación de fila de A(4.) se efectúa multiplicándola a 
la izquierda por la H adecuada, y una transformación de columna se efectúa multiplicándola a la de- 
recha por la K adecuada. 
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En correspondencia con los resultados del Capítulo 14 enunciamos: 

Toda matriz elemental es regular. 

El determinante de toda matriz elemental es un elemento de 4. 

Toda matriz elemental tiene una inversa que, a su vez, es una matriz elemental. 

Dos matrices 2 m x n A(A) y B() se dicen equivalentes si la una puede obtenerse de la otra 
mediante sucesivas transformaciones elementales de fila y columna, es decir, si existen matrices 
S() =H,...H,*H, y TA) =K,*K;... K, tales que 


Sa): A()-T(a) = BM) 


La característica de fila (columna) de una matriz A es el número de filas (columnas) lineal- 
mente independientes de la matriz. La característica de una matriz ) es su característica de fila 
(columna). 

Matrices A equivalentes tienen igual característica; la recíproca no es cierta. 


FORMA NORMAL DE UNA MATRIZ — A 


En correspondencia con el Teorema IX', Capítulo 14, página 174, se tiene el 


Teorema 1. Toda matriz 2 A(A) m x n sobre FT[1.] de característica r se puede reducir por transfor- 
maciones elementales a una forma canónica (forma normal) 


en la que f,(4), (A), +. .., $:(4) son polinomios mónicos de F[A] y f(2) divide a f¡,. (A) 
para ¿=1,2,...,r— 1. 


No vamos a demostrar este teorema ni que la forma normal de una A(A) dada es única. (La de- 
mostración del teorema consiste en mostrar cómo se llega a N(A) para una A()) dada; la unicidad exige 
mayor estudio de los determinantes.) Un procedimiento sencillo para obtener la forma normal se ilus- 
tra en el ejemplo y problemas que siguen. 


lo 1: 
ad +3 A+1 1+2 
Reducir AQ) = RAS MAL 2-2 
MANGO ZA ZAR RRA DA 


sobre R(A) a forma normal. 

El máximo común divisor de los elementos de A(A) es 1; tómese f,(1) = 1. Valiéndose ahora de K,¿(—1) 
remplácese a, ,(0.) por f,(A) y luego, mediante transformaciones adecuadas de fla y columna, obténgase una 
matriz equivalente cuyas primeras fila y columna tienen nulos todos los elementos excepto el elemento co- 
mún f,(); asi se llega a 


1 A+1 A+2 
AN = [rl M+i-1 2-2 
AR1 24241 0424 DAA 2 


A 0 A] 
= lato M2 | - [o añ mor | = B0) 
IN Dm +2 
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Ma] 


hs á ES 
Considérese ahora la submatriz E NT 


di El máximo común divisor de sus elementos es %; 


hágase f(1) = 2. Como (A) ocupa la posición de bz,(%) en B(A) procedemos a eliminar de la segunda fila 
y de la segunda columna los elementos no nulos, exceptuando, naturalmente, el elemento común /¿(1), y te- 


nemos 
e e Pa E o. 0 
án-=fo ar maj|=[0 31 ma] joa o = No) 
0» A34+2k 0. 0 M+21 E 0 +2 
ya que 2? + 24 es mónico. Véanse también Problemas 1-3. 


Los elementos no nulos de N(A), la forma normal de A(A) se llaman factores invariantes de A(.). 
Suponiendo que la forma normal de una matriz ) es única, se tiene el 


Teorema IL Dos matrices A m x n sobre F[A] son equivalentes si, y solo si, tienen los mismos facto- 
res invariantes. 


POLINOMIOS CON COEFICIENTES MATRICIALES 


En lo que queda de este capítulo nos limitaremos a matrices ) cuadradas de orden n sobre F[A]. 
Sea A(A) una matriz semejante y supóngase que el grado máximo de todos los elementos polinomios 
aj¡(A) de A(%) es p. Por adición, cuando fuere necesario, de términos con coeficientes cero, A(A) puede 
escribirse de modo que cada uno de sus elementos tenga p + 1 términos. Entonces, 4(2.) se escribe como 
un polinomio de grado p en 2 con matrices cuadradas A; sobre F como coeficientes y se llama enton- 
ces polinomio de matrices de grado p en 2. 


Ejemplo 2: 


Para la matriz ). A(2) del Ejemplo 1, tenemos 


+3 A+1 1+2 
AN = D+A3 M+A—1 2-2 
MPFNAFOA+3 204241 AI RADA EZ 


Pont+ ota e O 


= | 0AB4+2A24+A=3  OA+A +A 1 004224012 
MPAA A 022] ADA 2 


ooo 0 
= [000 |»+|2 
101 1 


Considérense ahora las matrices A» cuadradas de orden n o polinomios de matrices 


eno 


0 111 TEE 
212 +|110f[1+|-3 1-2 
1 625 

y) 


AQ) = Apr + Ap Ti e AJA + Ao 7 
Bl). = Bo + Ba + BA + Bo e 


Las dos mairices A (polinomios de matrices) se dicen iguales si p=q y A¿= B, para ¡= 


RO 
La suma A4(2) + B(2) es una matriz A (polinomio de matrices) que resulta de la adición de los ele- 
mentos correspondientes (términos) de las matrices A (polinomios de matrices). Si p > g, su grado es p: 
si p = q, su grado es a lo más p. 

El producto 4A(A) + B(A) es una matriz ). (polinomio de matrices) de grado p + g a lo más. Si A(A) 
o B(.) es regular (esto es, si J4(A)| + 0 o |[B0)| + 0), entonces A(%) * B(A) y B(A) * AQ.) son de grado 
p + q. Como, en general, las matrices no conmutan, es de esperar que A(A) + BA) + B(A) * A(%). 
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La igualdad en (1) no se altera si A se sustituye por cualquier ke 4. Por ejemplo, 
A(M) = Ayer + Apulo! + << + Ak + Ao 


Pero si 2 se sustituye por una matriz cuadrada C sobre 4, de orden n, se obtienen dos resultados que 
son, por lo general, distintos 


AZ(C) = APC? + Ap-1C971 + --: + A¡C + Ao (3) 
y AC) = CA, + CI Apa + ++ + CA1 + Ao (35 
llamados respectivamente valores funcionales a derecha y a izquierda de A(M) cuando A =C. 
Ejemplo 3: 
ES A] o 1] fo —1] pels 
$ did [es | y É ld [ op*+ [8 2] ii 5 


entonces Ap(C) 


" 
o. 
.o 


Ia caja Le 
a ld [7 


Véase también Problema 4. 


ALGORITMO DE LA DIVISION 


En el Teorema IL, Capítulo 12, página 126, ya se dio.el algoritmo de la división de polinomios a(x), 
B(x) en x sobre un anillo no conmutativo 2 unitario. Allí se suponía que el divisor f(x) era mónico. 
Si el divisor no es mónico, es decir, si el divisor f(x) tiene coeficiente dominante b, ++ 1, el teorema es 
válido solamente si b; e R. 

En el anillo de coeficientes que aquí se considera, toda matriz regular A tiene inversa vobre 4; 
así que el algoritmo puede enunciarse así: 


Si A(2) y B(.) son polinomios de matrices (1) y (2) y si B, es regular, existen entonces pares 
únicos de polinomios de matrices Q,(%), R,(A); Q20.), Ra(4) e F[A], siendo R,(A) y R¿(2) bien 
cero o bien de grado menor que el de B(A), tales que 


AN = Q(*B(Y + Rs) 169) 
y AQ) B(A) * QUA) + Raa) (4) 


Si en (4) R,(2.) = 0, B(A) se dice divisor a la derecha de A(2.); si en (4') R¿(4) = 0, B(Q) se dice di- 
visor a la izquierda de AQ.). 


Ejemplo 4: 
Dadas 
MA3AESA 2 MAA eS p alu z [8.5 0.4 
= = A $ 
A lesress Mm+1 | E dE E ¡1d ESE EE Y 


SA ss DE sn [E 0 Lx 
1 sm = |»; lol +63 


hallar Q4(), R,00); Q20), Ral) tales que 
(a) AN) = Q0-B)+Ri, (0) A) = B()+Qu) + Ral) 


Aquies B, = h 1 y B= EN : 


202 


la) Calculamos 
AN — AB NB) = 


Ca) — CB BN) = l -x 


DN — DB BN) = 


Entonces, Qu0) = (A¡M+CA+DIBJ! = 


(b) Calculamos 
AN — BB "AN = 


EN — BOB EA = 
FA) — BNB¡'F, = 


Entonces, Qu) = BJ U(AP+EA+Fy) 
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A ie 0 Se 
d yes E >> L: : = Cm) 
2] o 
qt la : = DM 
[oo 
e = RM 
[4.2] 
1.0 14 o 2] 
| qu ñ a 32] 
M4+A A+2 
30.12 
3.5] se e 
' HS [ 5>+ E : = EN 


NM+3A 2144 
141 2] 


" 
L 
NS 
oo 
% 
+ 
<= 
o 
1 
LE, 
> 
+ 
El 
e 
4 
oe 
ES 
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Véase Problema 5. 


Para la matriz cuadrada de orden n B = [b,¡] sobre F, defínase su matriz característica así: 


TS A A 
—bu X—-ba  —ba —dan 
MB = | bu  —bm A—bw —bsn 
dm bre das A— Bm | 
Con A(A) como en (1) y BO.) =M-— B, (4) y (4') dan 
m A) = QU) (11-B) + Ri 
AM = (1-B):Q(A + Ra 


en donde los restos R, y R, no 


tienen A. Puede demostrarse además que 


(5) 
(5) 


Ri=An(B) y  R,=4LB) 
Ejemplo 5: 1 
E E] 8 26 e Pi, E 
Con AQ) = Pus e y B= [ z tenemos Al 5 125) 
= ¡AL e A TI uo rt 3] 7 

40, = [ 3 +3 MEA l «| da a 3 al 14 17 
710 E Tr a 
Del Ejemplo 3. los restos son B=ANB= (12 12 B=4ALB)= 4 y: 
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RAICES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ 


Estudiemos de nuevo una transformación lineal dada de V, (4) en sí mismo. Considérese, por ejem- 
plo, la transformación de Y = V, (R) dada por 


22.1 4 > (23,1) 
A =|131 o 4 > (113,1) 
122 % > (1,2,2) 


(Recuérdese que en nuestra notación las imágenes de los vectores unitarios €,, €z, €, del espacio son los 
vectores fila de A y que la transformación lineal viene dada por 


V>V: ¿>¿A 


pues otros escriben los vectores imagen como vectores columna de A. En este caso, la transformación 
está dada por 
V>V: ¿> At 


Para la misma matriz A, las dos transformaciones son en general diferentes.) 
La imagen de ¿ = (1,2, 3)€ V es 


221 
” = (123/13 1] = (1149€V 
122 


vinculada a É únicamente por la transformación A, Por otra parte, la imagen de ¿, = (r, 2r, r)e V es 
5£,, esto es, la imagen de cualquier vector del subespacio Y! C V, generado por (1, 2, 1), es un vector 
de V!. Análogamente, es fácil comprobar que la imagen de cualquier vector del subespacio Y? C V, 
generado por (1, —1, 0), es un vector de V? y que la imagen de un vector de Y? C V, generado por 
(1, O, — 1), es un vector de V?. Asimismo, la imagen de un vector (s + 1, —s, —+1) del subespacio V* C Y, 
generado por (1, —1, 0) y (1, 0, —1), es un vector del subespacio generado por él mismo. Se deja al 
Jector hacer ver que no ocurre lo mismo ni para el subespacio Y*, generado por (1, 2, 1) y (1, —1, 0), 
ni para el V*, generado por (1,2,1) y (1,0, —1). 

Resumiendo: La transformación lineal A de V, (R) aplica un vector del subespacio V!, generado 
por (1, 2, 1), en un vector de V?, y un vector del subespacio V*, generado por (1, —1, 0) y (1, 0, —1), 
en un vector del subespacio generado por él mismo, Diremos que un vector no nulo de V!, o de V*, 
es un vector propio (vector invariante O autovector) de la transformación. 

En general, sea una transformación lineal de Y = V, ($) referido a la base €,, €z, ..., €, dada 
por una matriz cuadrada de orden n, A = [a,¡] sobre F. Todo vector no mulo € = (X,,Xz, X3».-., 
xa) € Y es un vector propio de A siempre que ¿A =1£, es decir, si 


(Qt +0uZa +++ Qt, Met + 
Cin Hd + ++ HA) = (ALA 


A 6 
Ax») e 


para un 1%. 

Utilizaremos ahora (6) para resolver el problema siguiente: Dada A, hallar todos los vectores no 
nulos ¿ tales que ¿A = 24 con A e F. Después de igualar las componentes correspondientes en (6), 
el sistema de ecuaciones resultante se puede escribir como sigue: 


(A—An)Z1 — Una —  Uuts —+* Aniln => 0 
Op, + (AU dd — a An = 0 
aga oa + (A o) Ansa o er 


ini  — na — nta. + (Ada). = 0 


que, según el Teorema XVIII, Capítulo 14, página 181, tiene solución no trivial si, y solo si, el deter- 
minante de la matriz coeficiente 
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An On Mg... dm 
0 A o a 
A 


A 7 


siendo A” la transpuesta de A. Ahora bien, 14 — 47 = (11 — 4)" (compruébese); luego, por el Teo- 
rema XXIL, Capitulo 14, [AY — 47| = |M — A], el determinante de la matriz característica de A. 

Para toda matriz cuadrada de orden-n sobre 4, [Al — 47| se llama determinante característico 
de A y su desarrollo, que es un polinomio p(2) de grado n, se llama polinomio característico de A. Los 
m ceros 21, Aa, Ag) + + + , Ay de ep(A) se llaman raices propias (raíces latentes o autovalores) de A y, más 
comúnmente, valores propios de A. 

Ahora bien, siendo ¿(A) e F[)] puede o no tener todos sus ceros en 4. (Por ejemplo, el polino- 
mio característico de una matriz cuadrada de orden 2 sobre R tiene ambos ceros en R o bien ninguno 
en R; el de una matriz cuadrada de orden 3 sobre R tendrá uno o tres ceros en R. Se podrían consi- 
derar entonces solamente los subespacios de V, (R) asociados a los ceros reales, si los hay, o bien ampliar 
el espacio a Vy (C) y hallar los subespacios asociados a todos los ceros.) Para cualquier raíz o valor 
propio A, la matriz 4,1 — 4? es singular, de modo que el sistema de ecuaciones lineales (7) es linealmente 
dependiente y existe siempre un vector propio £. También kÉ es un vector propio asociado a A, para 
todo escalar k. Además, según el Teorema XVIII, Capítulo 14, página 181, si A — 4” tiene caracte- 
rística r, (7) tiene entonces n — r soluciones linealmente independientes que generan un subespacio 
de dimensión n — ». Todo vector no nulo de este subespacio es un vector propio de A asociado a la 
raíz o valor propio A. 


Ejemplo 6: Determinar los valores propios y los vectores propios asociados de Y, (R), 
112 
dada 4 =| 022 
113 


El polinomio característico de A es 
1-1 0 1 


EA =1 | =M-6M+11A-6; 
2 A-3 
siendo los valores propios A, = 1, %4 =2, Ay = 3; el sistema de ecuaciones lineales (7) es 
[o=0=, id — 
(a) 1, + (1-22 — Ly = 0 
dl 28 — ly + (8 = 0 
a +m=0 4 
Si 1=A, =1, el sistema (a) se reduce al 4 ,, o? 9ue tiene por solución 
. 
xy = 1, x= —1, xy = 0, Así, pues, con el valor propio A, = 1, está asociado el espacio 


vectorial unidimensional generado por £, = (1, —1,0). Todo vector (k, —k,.0), k + 0 de 
este subespacio es un vector propio de A 


d ; + 2x=0 % 
Si h == 2, el sistema (a) se reduce al —  » cuya solución es x, =2, 
2 +29 =0 

xa = —1, x3 = —2. Así que con el valor propio Az =2, está asociado el espacio vectorial 
unidimensional generado por ¿3 = (2, —1, —2), y todo vector (2k, —k, —2k), k + 0, es un 
vector propio de A. e dea 0 

Si A = A, = 3, el sistema (a) se reduce al dE + 0, = 0? Que tiene por solución 

z 

x1 =1,x2= —1,x3 = —2. Así que con el valor propio Az = 3 está asociado el espacio vec- 


torial unidimensional generado por És = (1, —1, —2), y todo vector (k, —k, —2k), k 4 0, 
es un vector propio de A. 
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Ejemplo 7: — Determinar los valores propios y los vectores propios asociados de Y (R). 


2 
donde A = | 1 
1 


o 00 


1 
1 
2 


El polinomio característico es 


A-2 -1 
MAT] = | -2 2 | =M-T2+1A—5; 
A a-2 
los valores propios son A, = 5,47 = 1,2, = 1; y el sistema de ecuaciones lineales (7) es 
A-2x) -= e - Za 
(a) 22, + (322 - 2 
Sl E + (A—2)x3 


1 +23 de = 


Sid = A, =S, el sistema (a) se reduce al f ¿que tiene por solución 


k a a 
xy = 1, x¿ =2, x, = 1. Así, pues, asociado con A, = 5 está el espacio vectorial unidimen- 
sional generado por £, = (1,2, 1). Sid = A, = 1, el sistema (a) sereduce ax, + x, + x3 =0 
que tiene x, =1, x¿ =0, 13 = —1 y x, = 1, x, = —1, x, = O como soluciones linealmente 
independientes. De modo que asociado con A, = 1 está el espacio vectorial bidimensional 
generado por E, = (1,0, —1) y ¿, = (1, —1,0). 


La matriz del Ejemplo 7 se estudió al comienzo de esta sección. Los Ejemplos 6 y 7, así como el 
Problema 6, sugieren que con cada valor propio simple está asociado un espacio vectorial unidimen- 
sional y que con cada valor propio de multiplicidad m > 1 está asociado un espacio vectorial m-dimen- 
sional. Lo primero es cierto, pero (véase Problema 7) lo segundo no. No investigaremos aquí este asunto 
(el lector a quien interese puede consultar cualquier libro de matrices); enunciaremos simplemente 


Si A es una raíz o valor propio de multiplicidad m = 1 de A, hay entonces un espacio vectorial 
asociado con A cuya dimensión es al menos 1 y a lo más m. 


En el Problema 8 demostramos el 


Teorema TIL. Si), É,; Az, £2 son valores propios distintos y vectores propios asociados de una ma- 
triz cuadrada de orden n, entonces E, y £, son linealmente independientes. 


Se deja al lector la demostración del 


Teorema IV. La matriz diagonal D = diag(A;,, Az, ... ., A,) tiene como valores propios A, Az, - - +; Ap 
y como vectores propios asociados respectivamente €, €2, . .., €n- 


MATRICES SEMEJANTES 


Dos matrices cuadradas de orden n, A y B sobre F, se dicen semejantes sobre F si existe una ma- 
triz regular P sobre 4 tal que B= PAP"!, 


En los Problemas 9 y 10, página 213, demostramos el 


Teorema V. Dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios. 
y el 


Teorema VI. “Si (, es un vector propio asociado con el valor propio A; de B= PAP”*, entonces 
€; = £¡P es un vector propio asociado con el mismo valor propio A; de A. 
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Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre F que tiene por valores propios A,,2Az, ++. , Ay Se- 
mejante a D = diag(d,, Az, ....%a) y sea P una matriz regular tal que PAP”! = D. Según el Teo- 
rema IV, e, es un vector propio asociado con el valor propio A, de D, y según el Teorema VI, £, = €¿P 
es un vector propio asociado con el mismo valor propio A; de A. Ahora bien, €,P es el vector fila ¿ésimo 
de P; luego A tiene n vectores propios linealmente independientes e¿P que forman una base de Y, (4). 

Recíprocamente, supóngase que el conjunto S de todos los vectores propios de una matriz cua- 
drada A de orden n, generan a Y, (F). Entonces, podemos elegir un subconjunto (Ey, Ex, . ... , Es) de 
S que es una base de Y, (F). Como cada É, es un vector propio, 


EA=ME) AZ Ajés o EA=A8E, 
A 
siendo 2, Ay, « . + An los valores propios de 4. Con P = | $2 |» encontramos 
0 Le) 
PA = - O [Po bien 
nl ] 


PAP"? = diag Qu, Az» +, 2) =D 


y A es semejante a D. Hemos demostrado el 


Teorema VIL Una matriz cuadrada A de orden n sobre F, que tiene por valores propios Ay, Az,» + + + Ay 
es semejante a D = diag(hy, hz, - + : , An) Si, y solo si, el conjunto S de todos los vecto- 
res propios de A generan a Y, (F). 


mau E rd 
Ejemplo 8: — Para la matriz -A>="| 13 1'| gel Ejemplo7. tómese P = | ¿| =| 1 0-1 
122 to 11.0 
bb 
Entonces. PL = [4 P-4| y 
1 4 
p 2 11221 [2 4 4 500 
PAP-1=[|1.0-1| 131 4 4 -4|=|010|= diag (Aj Ag My) 
lao 122 L+= 3 001 


No toda matriz cuadrada de orden n es semejante a una matriz diagonal. En el Problema 7, pá- 
gina 213, por ejemplo, la condición del Teorema VII no se cumple, ya que el conjunto de los vectores 
propios solamente genera un subespacio bidimensional de V, (R). 


MATRICES SIMETRICAS REALES 


Una matriz cuadrada A = [a,¡] de orden n sobre R se dice simétrica si AT = A, es decir, si 
ay = ay para todo i y j. La matriz A del Problema 6, página 212, es simétrica; las: matrices de los Ejem- 
plos 6 y 7 no lo son. 

En el Problema 11, página 214, se demuestra el 


Teorema VIII, Los valores propios de una matriz real simétrica son reales. 
En el Problema 12, página 214, demostramos el 


Teorema IX. Si 2, ¿,: Az. ¿2 son valores propios distintos y vectores propios asociados de una 
matriz cuadrada de orden n real simétrica, entonces £, y £, son mutuamente ortogo- 
nales. 
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Si bien aquí no se dará la demostración, toda. matriz real simétrica A es semejante a una matriz 
diagonal cuyos elementos diagonales son los valores propios de A. Entonces, A tiene n valores propios 
reales. y n vectores propios asociados reales ortogonales entre sí 
A O A 
Definiendo ahora n= MEL. (=12....), 


A tiene n valores propios reales y n vectores reales unitarios propios asociados ortogonales entre sí 


Ap mó Agos A 
UN 
ya 
Por último, con S = » se tiene SAS”! = disg(Ay, Az, ++: + An). 
% 


Los vectores 71, M2, . . » , 9, forman una base de Y, (R). Estas bases, que consisten en vectores uni- 
tarios ortogonales entre sí, se llaman ortogonales normales o bien bases ortonormales. 


MATRICES ORTOGONALES 


La matriz S definida en la sección precedente se llama matriz ortogonal. Vamos a dar algunas de 
sus propiedades especiales. 
lLsSi=j 
) sii 4] 


1. Como los vectores fila y, de S son vectores unitarios ortogonales, es decir, y, * 1; = 
se deduce en seguida que 


A E 
E A A 
1 


3 
SST = E E E A 


A 
y ST=S1 A 
Como S+ 57 = ST + S = J, los vectores columna de S son también vectores unitarios ortogonales. 
Así, pues, 


» 


Una matriz real H es ortogonal si H- HT =HT-H=1 


3. Considérese la transformación ortogonal Y = XH de V, (R) cuya matriz H es ortogonal y denótese 
por Y,, Ya, respectivamente, las imágenes de X,, Xz € Y, (R). Como 
Y, Y, = Y,Y] = (X,B(X,H = X (H-H)X] = XXI = XX, 
una transformación ortogonal preserva los productos internos o escalares de vectores. 
, Como |Y,| = (Y, : Y = (XP = |X;), una transformación ortogonal preserva la lon- 
gitud de los vectores. 


ES 


Xz 
[X2l 
X1 * X, = 0, entonces Y, + Y, = 0, es decir, los vectores imagen por una transformación ortogo- 
nal de vectores ortogonales, son ortogonales. 


cos 0, con 0<0,0' <x, es 0 = 6. En particular, si 
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Una transformación ortogonal Y = XH (o también la matriz ortogonal H) se dice propia o im- 
propia, según que |H|= 1 o |H| =—1. 
Ejemplo 9: 
Para la matriz A del Problema 6, se tiene 
m = t/leil = (2/46, 1/46, 1/8), 12 =(1//3, 1/V3, 1/43), 13 = (0, 1/V2, -1//2) 


Entonces, con 


m 2/1/68 us 1/8 l 2nv6 11Y3 0 
S=|[m|= [143 1W3 14Y3|, Sl = ST = |-14Y6 1/3 1Y2 
” o 1/2 —1//2 -1V8 1/3 -1V2 3] 


y tenemos S+ 4 +5"! = diag (9,3, —3). 


La matriz S del Ejemplo 9 es impropia, es decir, |S| = —1. Se puede comprobar fácilmente que 
si se hubiera utilizado el opuesto de cualquiera de los vectores y, 17, N¿ para formar S, la matriz habría 
sido propia. De modo que, para toda matriz real simétrica A, siempre puede hallarse una matriz orto- 
gonal propia S tal que 5+ A+ S”* sea una matriz diagonal cuyos elementos diagonales sean los valores 
propios de A. 


CONICAS Y CUADRICAS 


Uno de los problemas de la geometría analítica plana y del espacio ordinario es la reducción de 
las ecuaciones de las cónicas y de las cuádricas a formas canónicas que hagan aparente la naturaleza 
de estas curvas y superficies. 


Sea la ecuación de una cónica referida a ejes coordenados rectangulares OX, OY 
ar + by? + 2cxy + 2dx +2ey+f = 0 (8) 
y sea la ecuación de una cuádrica referida a ejes coordenados rectangulares OX, OY y OZ 


ax? + by? +02? + 2dxy + 2ex2 + 2fyz + 292 + 2hy + 2k2+m = 0 (9) 


Recuérdese que las reducciones necesarias se efectuan por rotación de ejes para eliminar térmmos con 
productos cruzados, y por traslación de ejes para eliminar, cuando ello es posible, términos de grado 
menor que dos. Aquí nos proponemos esbozar un procedimiento general para tratar cónicas y cuá- 
dricas. 

Considérese la cónica general de ecuación (8). Sus términos de segundo grado, ax? + by? + 2exy 
se pueden escribir con notación matricial así: 


art + by? + 2cxy = (|; o) = X-E-x7 


con X = (x, y). Como E es real y simétrica, existe una matriz ortogonal propia S = [+] tal que 


S: E: S7! = diag(»,, 22), siendo A,, 9,5 Az, M2 los valores propios y vectores propios asociados uni- 
tarios de E. Así que existe una transformación ortogonal propia X = (x', y')S = X'S tal que 


0 
xs [yO] area 
La, 


en donde el término con producto cruzado tiene coeficiente 0. 
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Sea S= ”] = linia 3 entonces 
1] Lia de 


y sp Ta a 1 "A , 7 

(ay) = X = XS = nl 4 = [2 +, m4 + aa] 
y tenemos ono ml 
Y = 90 + nl 


Esta transformación reduce (8) a 
A? + Ayu? + 2d, + emy)" + 2(dr,, + ena +S = 0 (8 


que mediante una traslación ha de reducirse a la forma canónica. 
Otro procedimiento para obtener (8') es como sigue: 


(i) Obténgase la matriz ortogonal propia $. 
(ii) Fórmese la asociada de (8) 


a e 
az? + by? + 20xy + 2dxu + Zeyu + fu? = (2,yu) | 0 db 

de 
donde X= (2,y,u). 


(li), Utilicese la transformación X = X- E il ¿X= (x, y', 14), para obtener 
o [S 0 To 
, «Fo mo 
rl aro 


la asociada de (8). 
Ejemplo 10: — Identificar la cónica 5x2 — 2V32y + Ty? + 20V3x — 44y + 15 = 0. 


5 vi 
Paralamatriz E = p E aj delos términos de segundo grado, hallamos 4, (4/3, $); 8, (4. 4/3) 


como valores propios y vectores unitarios asociados propios y formamos s= ES 3] 
5 —v3 10y3 
:] reduce X+PLRT=X| YE 7 22 XT=0 a 
E 10V3 -22 15 
13 4 0 [| 5 -—yY3 10/38 || 4vV3 -4 0 
Pl 441430] 38 7-2 d 4V30|%7 
0 


e sy) [8 
Entonces, X = X' É 


o 1|L10/3 -22 75 0. 0.1 
4.0 4 y 
= (y u)Jjo 8 -16Y3|-[w] = 4e%+8y2 + 80% — 32V3yu' + 642 = 0 
4 -16/3 15 we 
los asociados de — 41% + 8y'2 + 80! — 32/3y' + 75 = 4(0'+1)2 + 8(y 2/3) — 26 = 0 
0= et 
Por la traslación 4 7 ésta: so convierte en la: 4x"2 + 82 =25 y la cónica:es una elipse. 
w' = y -2V3 
O e = "1. se ve fácilmente que, refiriéndonos al 
y = pur py Y =4+243 


sistema de coordenadas original, el nuevo origen está en 0"(-3,/3/2, 5/2) y que los nuevos ejes 0''X” y 
0" Y” tienen respectivamente las direcciones de los vectores unitarios propios (4/3, $) y (-4, 4/3). 
Véase Problema 14. 
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Problemas resueltos 


A 2. +1 A+2 
1 Reducir A(A) = | A+A  24+2  A+22 | aformanormal 
M2 22-24-=1 AM+2-3 


El máximo común divisor de los elementos de A(A) es 1; hágase /,(4) = 1. Ahora utilicese K,(—2) seguida 
de K,, y procédase luego a eliminar en la primera fila y columna para tener 


1 EN +2 l 1 0 o 
AN - 0 M+A M+2t La o M+h M+2h 
[ul M-21 M+A=8 [m- —M-A -M=21-1 


1 0 0 
=|0 M+A NM+2k = Bl 
O MA —M-2-1 


El máximo común divisor de los elementos de la some] A a ye 1; hágase fa) = 1. 
MA M2 


A BO) aplíquese Has(1) Y K¿s(—1) y luego eliminese en las segundas fila y columna para obtener 


L 0 o E o 
4 -Jo 1 a =lo 1 o 
0 A+1 12-21 IS 
10 0 A 0 
=[fo1 0 =fo1 0 |= No) 
0.0 MA 0.0 M+a 


siendo necesario el último paso para que f3(A) = 2? + 2 sea mónico. 


b y 27 »”. 0.0 
2. Reducir (0) A) = [5 77 l y (6)B()=|0 *-a 0| a forma normal 
0.0 0» 


(a) El máximo común divisor de los elementos de A(A) es 1. Así, 
o Pp 07 frari]_ fa a+1) 
0 +1 0 A+1 Ai +1] 


> A TA A O 
Er 8) E veta] E ali] MY) 


(b) El máximo común divisor de B(A) es )...Se tiene 


100 WO 0) MONA O Dorta o A M-x10 
Bl) =| 0 M1 0 [|| 0 MA 0 | | -10+422 22 0 [| -a84+A AA O 
..0... o. .0.m o ES o 0». 
A MA 0 1 0.0 10.0 
[2 0 0 |=-|om-so[|-[0ax2 0 = NO) 
o. 0». ¡o 0...» 9.0 Mz 
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A=2 -1 
3. Reducir A(A) =| -2 2-3 -2 | aformanormal 
1-1 4-2 


El máximo común divisor de los clementos de A(2) es 1. Utilizamos K, seguida de K,(—1) y luego elimi- 
namos en las primeras fila y columna para tener 
1 — 1-2 1 0 0 
40=| 2. 1-3 -2 |-|oa-1 2-2 |= E «| 
a O 1 0 1-A 2-41+3 


El máximo común divisor de los elementos de B(A) es A — 1; entonces 


11.0 o 1.0 0 
AM) [0 a-1 2-2 Ae AL o = NO, 
0 1-a 2A—=41+3 0.0 M-6+5 


A+2 A+1  41+3 


4. Expresar A(A) = A A  —8A*+A | como un polinomio en 4 y calcular A(—2), 
1421 M+A 31+B2 
Lo 2 
Ar(C) y AC) si C=|-1-1-4| 
1 03 
0.0 0 SE Pera 
Obtenemos AN = 0 03|2+|111 dit 
[11 a] 215| 000 
..0o.0 fi11] 213 0-1 1 
y 4(2) = 40 03 |-2111¡+|000 22-14 
te EX 000 0.2.2 
1 0-2 
Como (2 =| 4 1 10], tenemos 
1.0.2 
0.0 0 [| 0-2 ma 1 0,2 22:38 1.0 -1 
ARO) = 0 0-3 4 110|+|111[|—-1-1-<|+fo000 = 1 4-1 -10 
1 4 el =1 ota 215 [| 0-2 0.00 L20 4 
ek —2|0. 0 0 0-2 TA T 213 56528 
ALO = 4 110[0 0-3 |4+|-1-1-4[[111j+/000 = 004 5 
5.0 2,0143, E 1 0-2 [215 000 343 


21 +1 203222 M+A 22+1 
hallar Qu(A), Ri(A); Q2(A), Ra(a) tales que 
(a) AQ) =Q/0)* BO) + Ri) y  (b) A)= B(A)* 0,0) + Ra(d). 


Tenemos f 
Eso E E 11 3 2 42 e q 
AN = h : M+ h H Ny + [ a .M+ ES H A+ E 3 
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e! 2 x 4 1 0 1 
LD aaridgss = s A 5 
(a) A) ABRO BN E Hp + Ñ E + la an + u2| ca) 
C0) — CaBz IB. = sx) DO) 
DN — DB, '+BM) = 0 
y MAR 
O = (Apat+Ca+Dpe7t = |% a 


Aquí, B(.) es divisor a la derecha de A(2.), 


(0) 40) =B0)*BJ'AN = la, : wo B H ”o+ l E + [ E - 50 


1 0 1 
E0) — B0)*BF'Ea = E al n+ la 5 A bi E = FO 


E mm o -1 0-1 
MA ll a) y [ H 
s a 

a 
QU) = BPUAMN+EA+F) = le +a 2N E 


mA M2 


7-2 -2 
6. Hallar los valores propios y los vectores propios asociados de A =|-2 1 4 |sobreR. 
-2 4 1 
A=7 2 
El polinomio característico de A es |M—AT| = 2 a-1 M— 92 — 9h + 81; los va- 
2 4 
lores propios son A, =9, A, = 3, hy = —3; y el sistema de ecuaciones lineales (7) es 
Aa + 2 + 2 = 0 
(a) 22, + (=D 42 o 
22 4 + (Dx o 
Si = hy = 9, (a) se reduce a de BE re = O cuya solución es x, = 2, xz = —1l, xy = —1. Así que con 
24 ley = 


%, =9 está asociado el espacio vectorial unidimensional generado por ¿, = (2, —1, —1). 


Sid 


2 = 3, (a) se reduce (2 Te 


O que tiene por solución x, = 1, x7 = 1, x, = 1. De modo que 
m1 = 0% 


con Ay = 3 está asociado el espacio vectorial unidimensional generado por E, = (1,1, 1). 
SiA = hz = —3, (a) se reduce a AO ciente porsólución xí 0, xy = 1:59, de Demodo: 
+ =0 


que con Az = —3 está asociado el espacio vectorial unidimensional generado por és = (0, 1, —1). 
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022 
7. Hallar los valores propios y los vectores propios asociados de A=|—1 1 2 |sobreR. 
5-1 2 
A a 1 
El polinomio característico de A es |A1= AT| =| 2 1-1 1 = M-3M + 4; los valores pro- 
2 -2 1-2 
pios son A, = —1, A, =2, 23 =2; y el sistema de ecuaciones lineales (7) es 
Ar + Es] «+ Ta 
(a) Lx, + (AD + 2 
Le — "2e + (02% 
Si ="%4 == —E eliana (e) oe: reduco. es br > cuya solución es x, = 1, x, = 1, x3 =0. De 
my = 
modo que asociado con Ay ==1 está el espacio vectorial unidimensional generado por ¿, = (1, 1,0). 


Q Saya solución es 11 =L, 17 Lx — 


Sha 0) rt 5 
22 


Y el espacio vectorial unidimensional asociado a 17 = 2 es generado por ¿, = (1, 1, -3). 


Nótese que aquí un espacio vectorial de dimensión uno está asociado a una raíz o valor propio doble 4, = 2, 
mientras que en el Ejemplo 7 con la raíz o valor propio doble estaba asociado un espacio vectorial de dimen- 
sión dos. 


8. Demostrar: Si Ay, £,; Az, €z son valores propios distintos y vectores propios asociados a ellos 
de A, entonces é, y Ez son linealmente independientes. 


Supóngase, por el contrario, ¿, y Ez linealmente dependientes; existen entonces escalares ay y az ambos 
no nulos, tales que 


0 a+ ab, =0 


Multiplicando (i) por A y teniendo en cuenta que ¿4 = Més se tiene 


(o AA +A ad ada =0 
1 : Ss 
Y entonces (1) y fi) se cumplen si, y solo »e | = 0: Pero, entonees, A, = Ay, en contradicción con lo 


supuesto; luego ¿, y E, son linealmente independientes 


9. Demostrar que dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios. 
Sean A y B= PAP"! matrices semejantes; entonces, 
M-B M-—PAP-1 = PMP-1— PAP-* = P(N -—A)P-1 
y PIB] = [PL —AJP=] = |P| + I—A|+|P-1 = [MA] 


Con lo que 4 y B, por tener el mismo polinomio característico, deben tener los mismos valores propios. 


10. Demostrar: Si £, es un vector propio asociado con el valor propio A; de B= PAP”?, entonces 
€, = (¡Pes un vector propio asociado con el mismo valor propio 2; de 4. 


Por hipótesis, €8=2£, y BP =(PAP"*) = PA, Entonces, £,4 = UPA = (BP =P =, y E es 
un vector propio asociado con el valor propio A, de 4. 
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11. Demostrar: Los valores propios de una matriz cuadrada de orden n real simétrica son reales. 


Sea A una matriz real simétrica y supóngase' que h + ik es un valor propio complejo. Ahora bien, 
(h + ik)I — A es singular como también lo es 


B= ((R+ibI—A] + ((h—ik)I— A] = (2+k)I—2HA +4? = (RI AP 4 K 
Como B es real y singular, existe un vector real no nulo £ tal que £B = 0 y, por tanto, 


¿BET = EQU AP + IT = (hi — AJH(RI— AJT ET) + h3ggr 
= mn +Kii=0 


comn = ¿(hI — 4). Pero y n= 0, en tanto que por ser £ real y no nulo, ¿- ¿ > 0. Luego k = 0 y A tiene sola- 
mente valores propios reales. 


12. Demostrar: Si A,, £,; Az, €, son valores propios distintos y vectores propios asociados de una 
matriz cuadrada de orden n real y simétrica A, £, y €, son ortogonales. 
Por hipótesis, £,4 = Més y £24 = 2262. Entonces, 
WA =MTO y eAcd = med 
y. tomando transpuestas, EME] = MEET Y EME = a 


Ahora bien, €,4 E] = 2,€,£3 = 18,8 y (A, — 124] = 0.Como2, — 22 + 0, sesiguequet, ET = EE =0 
y €, y £2 son ortogonales. 


13. (a) Demuéstrese que a = (2, 1,3) y B= (1, 1, —1) son ortogonales. 
(b) Hallar un vector y ortogonal a los dos. 


(c) Utilizar a, B, y para formar una matriz ortogonal S tal que |S| 

(a) a*B=0; a y B son ortogonales. 

(0) y =aXf = (-4,5,1). 

(6) Tómese py = 0/la] = (2//14, UTA, 8/V14), pa = 8/18l = (1//8,1//8,-1V3) y 08 =v/lr= 
(-4/V42, 5/V42, 1//42). Entonces. 


e Pr 2/14 1yY14 3/14 
m=1 y S=|m|=| UY3 vv/3 -uv3 
Ps Ps 4/22 5/42 11/12 


14. Identificar la cuádrica 


Ba? — 2y? — 2? — day — 8x2 — 12y2 — 8x — 16y — 342—31 = 0 


3-2 -4 
Para la matriz E = | —2 —2 —6 | de los términos de segundo grado, tómese 
a 


3, (2/3, —2/3, 1/3); 6, (2/3, 1/3, 2/3); —9, (1/3, 2/3, 2/8) 


2/3 —2/3 1/2 
como valores propios y vectores unitarios propios asociados. Entonces, con S =| 2/8 1/3 —2/3 


Ya 2/8 2/8 
=$ E ai 
o 1 


s0 
X= (2,y,2,4) = teo! a 
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8,2 —< 
Ss, 2 2-6 |. 
Po A A Ta a 


4:48 7 81 


2/3 —2/3 1/3 0 3-2 -4 pl 2/3 2/3 1/3 


o 
A oil de 28 o -a.-2 —5 8] [22 1828 02 
1/3 2/3 2/3 0||-4 -6 117 13 2/3 2/83 0 
0 06 0 1jL-4 -8-17 -31 o. 0.0 1 
3 0 0 -3]/- 
aL 0 600 0 1 
= 6420 y y -9 18 (2 
-3 6-18-31_lw 
= 3424 6y?— 942 — 6xtu' + 12y'u' — 36% — 814? = 0 
el asociado 


32 + 6y'2 — 912 — 62! + 12y' — 367 — 31 = Mu'— 1)? + 6(y' + 1)2 — Ma +22 — 4 


ar =e-1 
que por la traslación E = y +1, se convierte en la 3x'2 + 6)"2 — 92"2 = 4; la superficie es un hiper- 
Y =r+2 


boloide de una hoja. 

Utilizando (x, y, 2) = (x', y”, 2195 y las ecuaciones de la traslación, se tiene en seguida que, referido al sis- 
tema de coordenadas original, el nuevo origen es el punto (—2/3, —7/3, —1/3) y los nuevos ejes tienen la di- 
rección de los vectores propios unitarios (2/3, —2/3, 1/3), (2/3, 1/3, 2/8), (1/3, 2/3, 2/3) 


Problemas propuestos 


A e 
6. paña ae Pete ERE my A PER agas: 
Mm+2 A ai A 


arms [ 2+A Prat] ARIANE [ear A] 
J 


MARA 2 MABMA — MPAT+DA ZA 


(5) Al) — BY) 


A +1) 
24h 2-1 


24204224 2A 2x3 4222 
] (4) B():AY = [ > ] 
MAGO 0 


16. Para cada una de las siguientes matrices hallar Q,(A), R,(1); Q204), R¿(%), siendo R,(A) y Ra(%) bien O o de grado 
menor que el de B(A) y tales que 4(4) = Q,(A)* BQ) + R,(A) y AU) = BA): 020) + Roald). 


M2 +22 MPA 2 
(a) AQ) = a A 
MEMFA=2 22411 1. O M+ah 
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202422 2 A A] 
b A = E e 
dd Esas Ame] 2 H x] 
_[wWoae+r-3  4e+2a+8 a-2 37 
() A) = ; ls 
, h 2-2 cia] 2 Pa +3] 
PARA EN P+a—2 
() A) = 2% NEXF2A1 O 42441 |; Ba) = 
341 M+A MA 2242142 
Resp. El E RA =|2m+1 4-1 
eN laa a]? A ira 
2 M-1 22 0 
A) = E => 
Que l > ] RA le :] 
—[m+z 2] [2 o 
b) QA) = ; = 
EA 1] ll PE 
+2 A-1 
A) = = 
Qu [ X ve RAN 
De+2 1-1 
a) = y ji 
(e) Que) ci Ka RN =0 
M-2  A+1 8 
A) = ; = 
q peo aji qe, la ms 
M A 143 2 04] 
(d) 00) =|1+1 +1 2 |; Ra=| 2-3 -2 
1-2 4-1 M-1 2.33 
Mo 142 44 6.24] 
QU) =|1-2 M 1-2|; Ry =| 8-2 7 
A-2. 141 02M -6 2 6 
17. Reducir a su forma normal: 
AS 22 2-1 Mo 0.0 
(a) | 12421 22431 2%+2-1 (d) | 0 1+1 0 
M2 3M=4A 45142 9 0 2+tí 
M+1 AA MBA2 7 A-1 3 —2 
(6) | A=1 +1 —2 () | -2 A+1 0 
Mo OM M=M+1 38. 1 +2 
A +1 m+2 1-2 2 a] 
(e) — M+A—1 M+2—1 (M1 -3 +3 4 
MHARFL MALA 1 MBA 2 2 0 141] 


A=1 
si 


1 
A+1 


[CAR. 15 
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100 100 10 o 
Resp- (a) | 0 A 0 (co) fo 1.0 (e fo 1 0 
0.0. 0.01 0.0 M+2L+IA+20 5 
14 ¿P 1.0 o 7] o o nn. 
(Bb) | o 1a+1 0 () | 0 a+1 0 mio ar 0 
0 0 M4+1 0.0 NE 0.0 AM4+2M=5A—=2 


18. Hallar los valores propios y los vectores propios asociados de cada una de las siguientes matrices A sobre R. 


2 01 11 01 
(a) es de (e) E . (jo 2-2 (| 1.2 1 
[ 11.8 2.14 


324 
«e a 2 
0 las : (a) lay 3 anleoz 


423 
Resp. (a) 6,(k,—k); —1, (5k, 2k) (e) 1,(%,—k,—k); 2,(2k, —k, 0); 3, (k, —k, l) 
(b) 0, (4k, k); 6, (2k, —k) (1) —1,(k,21, -k—D; 8, (2k, k, 2k) 
lc) 2, (de, k) (0) 1,(8k,2k, k); 2,(l,3k, k); —1, (%, 0, k) 


(d) 0, (2k,k); 5, (l, —2k) 
donde k0 y 140. 
19. Para una matriz cuadrada A de orden n, demostrar que 
(a) el término constante de su polinomio característico es (—1)'|A|, 
(B) el producto de sus valores propios es |4), 
(£) uno o más de sus valores propios es 0 si, y solo si, [4] = 0. 


20. Demostrar: El polinomio característico de una matriz cuadrada A de orden n es el producto de los factores in- 
variantes de Al — A. 
Sugerencia. De PO): 04 4)*SO) = diag (0).S,(0, --.,f(0)) Obtener 


[PQ)]- ISO] $0) =£,.0):£.0) +. 4,0) 


con |P(2)|- [SA] 
21. Para cada una de las siguientes matrices reales simétricas A hallar una matriz ortogonal propia S tal que SAS”! 
sea diagonal. 
2 2 ss de 3-2 -2 Ba 
(IN PO (o) E 3 | -2 8-2 mia 2 0 
t 232 13 43 0.3 
Ez mE 25 0 4-2 4 
m Ls 2 (a E : n|-5 3 m|-2 1-2 
0 3-6 42 4 


rar. o | 2 scsi 0 pe posa me a us E] 
Laws 2148, 2/18 8/V13 E 


(6) 


| 1/4 2v1a -3/V14 
1yYTO 3/V10 ve 


31 je US 2115 E 0/8 av4E | 
(e 
La ya Wi 143 ci) 
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pa -uV5 -uy6 2/3 113 2/8 
(mM1.o  1vyz -uz (Mm) |uyz o. -—uy2 
Lwi wi wi vayz alayZ U8yz, 


22. Identificar las cónicas siguientes: 
(a) 42 + 24xy + 11y? + 16% + 42y +15 = 0 
(6) 92% — 12xy + 4y?+ 8/13 2 + 12/13 y +52 = 0 
(0) 322 + 20y + 3y* + 4V22 + 12/2y-4 =0 
Resp. (a) Hipérbola, (b) Parábola, (c) Elipse. 
23. Identificar las siguientes cuádricas: 
(a) 3a* + 8y! + 32% — Ay — 4x2 — 4yz — de —2y —42+12 = 0 
(b) 2x2 — y? — 62t — 10zy + Gyz + 50x — Táy + 422 + 107 = 0 
(0) 42 + yo +22 — Ay — dz + 2yz— 6y+ 6742 =0 
(dd) 2ay+222+2y2+1= 0 
Resp. (a) Paraboloide elíptico, (5) Hiperboloide de dos hojas; (c) Cilindro parabólico. 


24. Scan A con valores propios 41,27, ..., A, y S tales que 


S+A+S-1 = diag (My Ap + 


Demostrar que 3 47 5-2 = D si 5= S”!. Asi que toda matriz A semejante a una matriz diagonal es semejante 
a su transpuesta A”. 


25, Demostrar: Si Q es ortonormal, Q” = Q”!. 


26. Demostrar: Toda matriz real cuadrada de orden 2, A, para la cual [4] < 0 es semejante a una matriz diagonal. 


b 
27. Demostrar por sustitución directa que A = pa : es un cero de su polinomio característico. 


28. ¿En qué condiciones la matriz real A = E ¿ tiene 
(a) valores propios iguales, 
(6) los valores propios +1? 


Capítulo 16 


Algebras lineales 


ALGEBRA LINEAL 

Un conjunto .£ dotado de las operaciones binarias de adición y multiplicación y de una multi- 
plicación escalar por elementos de un cuerpo conmutativo FF, se llama álgebra lineal sobre F si 
(i)  L es un espacio vectorial 2(4F) sobre F con respecto a la adición y a la multiplicación escalar. 
(ii) La multiplicación es asociativa. 
(iii) La multiplicación es distributiva a la izquierda y a la derecha con respecto a la adición. 
(iv) £ tiene un elemento neutro multiplicativo (unidad). 
(v)  (ko)8 = o(kf) = k(u* B) para cualesquiera a, Be .£ y ke F. 

Ejemplo 1: (a) El cuerpo C de los números complejos es un álgebra lineal de dimensión (orden) 2 sobre 


el cuerpo conmutativo R de los números reales, pues (véase Capítulo 13) C(R) es un espa- 
cio vectorial de dimensión 2 y cumple los postulados (ií)-(v). 


(5) En general, si 2 es un cuerpo del que 4 és un subcuerpo, 2 es un álgebra lineal sobre F. 


Ejemplo 2: Es claro que el álgebra de todas las transformaciones lineales del espacio vectorial V,(F) es 
un álgebra lineal de orden n”. Luego el álgebra isomorfa M,(F) de todas las matrices cua- 
dradas de orden n sobre F es también un álgebra lineal. 


UN ISOMORFISMO 


El álgebra lineal del Ejemplo 2 desempeña aquí un papel parecido al del grupo simétrico S, en teoría 
de grupos. En el Capítulo 9 se vio que todo grupo abstracto de orden n es isomorfo a un subgrupo de S,,. 
Ahora vamos a ver que toda álgebra lineal de orden n sobre 4 es isomorfa a una subálgebra de M,(F). 

Sea 2 un álgebra lineal de orden n sobre F que tiene por base (X,, Xz, Xa, + » +, Xy). Con cada 
«ae L asóciese la aplicación 


Tai aTe = o, 2EL 
Por (iii), Tea +yTe = tra+ya = (2+ya = (2+y)Ta 
y por (y), (lx) Ta = (kuja = k(x-a) = k(x Ta) 
para cualesquiera x, y € £ y ke F. Luego Ta es una transformación lineal del espacio vectorial 2(F). 
Además, las transformaciones lineales 7, y 7, asociadas con los elementos distintos a y $ de .2 son 


distintas. Pues si a + f, u-a 4 u» $ con u, la unidad de .£, implica T, * Tp. 
Ahora bien, por (iii) y (v), 


Ta +x3Tg = rra+rp = ela+f) = Tara 
(2T) Ts = (2:08 = (af) = Toa 
y (cx) Ta = (aja = k(x-0) = xke = eT e 
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De modo que la aplicación a > T, es un isomorfismo de 4 sobre una subálgebra del álgebra de todas 
las transformaciones lineales del espacio vectorial 2(F). Como éste a su vez es isomorfo a una sub- 
álgebra de M,(F), queda demostrado el 


Teorema I. Toda álgebra lineal de orden n sobre F es isomorfa a una subálgebra de M,(F). 


Ejemplo 3: Considérese el álgebra lineal Q[/2] de orden 3 con base (1, ,/2, ./4). Para un elemento 
cualquiera a=a, 1+ a, /2 + a, /4 de Q[Y/2], tenemos 


la = a+ 0/2 +as/1 
Viva = 2014 0,V2+0/1 
YA+a = 2a31+20/2 + a, Vi 


Entonces, la aplicación 
eos 
al+aV2+ a/a > | 293 a a 

es un isomorfismo del álgebra lincal O[/2] sobre el álgebra de todas las matrices de M,(Q) 


dela forma | 2t rel, 


Véase también Problema 1. 


Problemas resueltos 


1. Mostrar que £ = (a, +1 + aza + asf: a, e R) con multiplicación definida de modo que 1 es la 
unidad, 0 =0-1+0-a +0 f es el neutro aditivo, y 


Ja B 20 18 
(a) ala B y (b) ala 0 
B|jo 0 plo 0 


son álgebras lineales sobre R. 


Podemos verificar simplemente para cada caso que los postulados (i)-(v) se cumplen. En vez de eso es pre- 
ferible mostrar que en cada caso 2 es isomoría a una subálgebra de M,(R). 


(a) Para cualquier a =a,-1 + a72 + asf, tenemos 
1:a = aji + aga + 098 
ara = (a +aja+ 08 


Bra = e 5 
a a % 
Luego <£ es isomorfa al álgebra de todas las matrices M,(R) de la forma | 0 a;+az 03 | y esun álge- 
bra lineal sobre R. ..0 0. 
(b) Para cualquier a =a, +1 + aza + asf, tenemos 
1+a = al + aa + 098 
aca = (01 +a)a 
pane “e 4-4 


Luego 2 es isomorfa al álgebra de todas las matrices M,(R) de la forma | 0 a+az 0 
0. 0 10 
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Problemas propuestos 


2. Comprobar que cada una de las siguientes, con adición y multiplicación definidas como sobre R, es un álgebra 
lineal sobre Q. 


(a) 0/3] = (al +6//3: a,be Q) 
(6) L=fal +0/1+ 0/3 + dyl5: a,b,c,deQ) 
3. Demostrar que el álgebra lineal .? = O[/7], no siendo 1 € N un cuadrado perfecto, es isomorfa al álgebra de 


fa b 
las matrices de M,(Q) de la forma la 1 
a 


4. Demostrar que el álgebra lineal C sobre R es isomorfa al álgebra de todas las matrices de MA(R) de la forma 
ab 
ba 
5. Demostrar que cada una de las siguientes es un álgebra lineal sobre R. Obtener el conjunto de matrices isomorfas 
de cada una. 


(a) L= (al + ba + ca*: a,b, ce R), siendo G= (a,a?,0* = 1) el grupo cíclico de orden 3. 
(6) L = (a,l + azx + asy: a,€ R), con multiplicación definida de modo que 1 es la unidad, 0 =0-1 + 0-x 


= y 
+0- y es el neutro aditivo y x | 1 y 
vv 0 


a 4 
abe E 1] E Ss > 
Resp. (a) | ea bd () | a a dz (e) og á E Es 
bea 0.0 (a,+a) IO 
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Algebras boolianas 


ALGEBRA BOOLIANA 
Un conjunto 4 sobre el cual se han definido operaciones binarias U y (), se llama álgebra boo- 
liana si se cumplen los postulados siguientes: 
(i) U y M son conmutativas. 
(ii) 4 contiene un elemento neutro O con respecto a (Y y un elemento neutro 1 con respec- 
toa fM. 


(iii) Cada operación es distributiva con respecto a la otra, es decir, para cualesquiera a, b, 
cea 


au(bne) (aUb)N(a U c) 
y an(bUue) = (aNb)U(ANE) 
(iv) Para todo ae Y existe un a'e Y tal que 
aUa=1 y (ana=0 


Con frecuencia se emplean los símbolos más familiares + y - en vez de U y (7. Utilizaremos los 
últimos porque si el conjunto vacío % se denotará ahora por 0 y el conjunto universal U por 1, es claro 
que las identidades 1.9-1.9”, 1.4-1.4', 1,10-1.10', 1.7-1.7', cuya validez se demostró en el Capítulo 1 para 
el álgebra de los subconjuntos de un conjunto dado, serían precisamente los postulados (i-(iv) para un 
álgebra booliana. Lo primero que hemos de hacer, pues, será demostrar, sin recurrir a los subconjuntos 
de un conjunto dado, que las identidades 1.1, 1.2-1.2', 1.5-1.5', 1.6-1.6', 1.8-1.8', 1.11-1.11' del Capí- 
tulo 1 son también válidas para toda álgebra booliana, es decir, que estas identidades son consecuen- 
cias de los postulados (i)-(iv). Es de notar que hay completa simetria en los postulados con respecto 
a las operaciones U y ( y también en las identidades de (iv). Se deduce, por tanto, para toda álgebra 
booliana, el 


de dualidad. Todo teorema deducible de los postulados (i)-(iv) de un álgebra 
booliana sigue siendo válido si se intercambian los símbolos de operación U y MN y los elementos 
neutros 0 y 1 entre sí. 


Consecuencia del principio de dualidad es que basta con demostrar solo uno de los enunciados de cada 
pareja de duales. 


Ejemplo 1: Demostrar: Para todo ae %, 
aVa=a y ana=a4 w 


(Véase 1.6-1.6', Capítulo 1, página 5.) 
Utilizando sucesivamente (ii), (iv), (iii), (iv), (ii): 


«va =(aUani= (aUan(UA” 


Ejemplo 2: Demostrar: Para todo ac, 


=au(ana) = av0 = 


eul=1 y 4ano=0 (2) 


(Véase 1.5-1.5', Capítulo 1, página 5.) 
Utilizando sucesivamente (ii), (iv), (ii), Gi), (iv): 


an0 =0u(a00) = (anajU(ano) = an(aUd) =ana =0 
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Ejemplo 3: Demostrar: Para cualesquiera, a,be 3, 
avlanb=a y anteubl= «e (2) 
Utilizando sucesivamente (Gi), (iii), (2), (i): 
av(anb) = (anbulienb) = an(1ub =anl =a 


Véanse también Problemas 1-4, 


FUNCIONES BOOLIANAS 


Sea 3 = [a,b,c,... ) un álgebra booliana. Por constante se entenderá cualquier símbolo, como 
0 y 1, que represente un elemento particular de 4; por variable se entenderá un símbolo que represente 
un elemento cualquiera de 4. Si en la expresión x' U (y (1) 7) remplazamos U por + y (1 por + para 
obtener x' + y-z, parece natural llamar a x' y y () 2 monomios y toda la expresión x" U (y N z) po- 
linomio. 

Toda expresión como xUx', aNB [aNibU]U la Ny N e) que consiste en combi- 
naciones por U e f) de un número finito de elementos de un álgebra booliana 4 se dirá función boolia- 
na. El número de variables en una función es el número de letras distintas que aparezcan, tomándose 
una letra con tilde como si no la tuviera. Así, x 1) x'es una función de una variable, x, pero a N b'es 
una función de dos variables, a y b. 

En el álgebra ordinaria toda función entera de varias variables se puede expresar siempre como un 
polinomio (incluso 0), pero no siempre se puede expresar como producto de factores lineales. En cam- 
bio, en el álgebra booliana las funciones boolianas se pueden expresar en general en forma polinómica 
(incluso 0 y 1), es decir, como unión de intersecciones distintas, y en forma factorizada, es decir, como 
intersección de uniones distintas. 


Ejemplo 4: 
Simplificar 
() Enyu[euyoad, 0) (eumararaos, () (nv) uan (cuy 
() Enpu[Eurnny = (enpuleuyv uy] = nu (envuw) 
= (nyu[FuUYyNwuuyr)] = (eopulEuyory 
= («NyuU(uy) =(NyYuieAw =1 
(0) [euy)nienyna” = (uyy ulteny nal 
= (ny U (NY 2), una unión de intersecciones 
[cuYnenyazI = (4nyulenyna 
= CUINAFUINN RUIN RUN (WU) Nur 
=1nY4uyn(iruaniruyniniyuzs 
= (UYN(yYuzn (uz) (+ U y, una intersección de uniones 
(o) (ny uan (cuz = [(0yY UU (zu a" 
= EOnynanutnr)= ene (por el Ejemplo 3) 
Véase también Problema 5. 


Como (véase Problema 15, página 234) existe un álgebra booliana con los solos elementos 0 y 1, 
cualquier identidad se puede comprobar dando a las variables los valores O y 1 de todas las maneras 
posibles. 


Ejemplo 5: Para comprobar la identidad propuesta (véase Ejemplo 4(a)) 
Enyu[euyna' =1 


se forma la siguiente Tabla 17-1. 
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b= (uUYy)nw 


FORMAS NORMALES 


La función booliana en tres variables del Ejemplo 4(5) cuando se expresa como unión de inter- 
secciones (x' 1 ») UY (x N y! Mz) contiene un término en el cual solo aparecen dos de las variables. 
En la sección siguiente veremos que a veces hay buenas razones para sustituir esta expresión por una me- 
nos simple en que cada término tenga todas las variables. Como la variable z falta en el primer término 
de la expresión anterior se obtienela forma requerida, llamada forma canónica o forma normal disyun- 
tiva de la función dada, de la manera siguiente: 


(Cayu(iinyna = (PNArADUANAY Na) 
[(OYyoEu-JU(NyNn: 
(enynzgu(rnynz)uU(:Nny nz) 


ú 


Véase también Problema 6. 


Es fácil mostrar que la forma canónica de una función booliana en tres variables puede tener 2% 
términos distintos a lo más. Pues si x, y, z son las variables, se obtiene un término eligiendo x o x”, 
yo y',z 0 z' y formando su intersección. En general, la forma canónica de una función booliana en n 
variables puede contener a lo más 2” términos distintos. La forma canónica que contiene todos estos 
2" términos se dice forma-canónica completa O forma normal disyuntiva completa en n variables 

La forma canónica completa en n variables es idénticamente 1, cosa que se muestra para el caso 
n = 3 en el Problema 7, página 231; pero el caso general se puede demostrar por inducción. Se sigue 
de inmediato que el complemento F' de una función booliana F expresada en forma canónica es la unión 
de todos los términos de la forma canónica completa que no aparecen en forma canónica de F. Por 
ejemplo, si P=(XN YU AJURNy,F=(ny) 


En los Problemas $ y 9 se demuestran 


Teorema T. — Sien la forma canónica completa en n variables se da a cada variable el valor 0 o el 1, 
solo un término tendrá el valor 1 y todos los demás tendrán el valor 0. 


y 


Teorema MI. Dos funciones boolianas son iguales si, y solo si, sus formas canónicas respectivas son 
idénticas, es decir, constan de los mismos términos. 


La función booliana en tres variables del Ejemplo 4(h). expresada como intersección de uniones 
en que cada unión contiene todas las variables, es 
(rUYPYON(YUZN (2'U 2) N(4U y”) 
= [pugu(2nz)]n[(uzu(iena)n (UU (Ny (e Uy)Uu (2n2)] 
= (4UyUZ¿N(1UYU2)N("UYVZN(“UYUZN(UY UU 


Expresión que se llama forma canónica dual o forma normal conjuntica de la función, Nótese que no 
es la dual de la forma canónica de aquella función. 
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¿forma canónica de una función booliana es un enunciado vá- 
sa función, (Nótese que el dual de término es factor.) La forma 
sen n variables puede tener a lo más 2” factores distintos. La for- 
os factores se llama forma canónica dual completa o forma nor- 
yy su valor es idénticamente 0. El complemento F' de una fun- 

nónica dual es la intersección de todos los factores de la forma 
cen en la forma canónica dual de F. Se tiene, asimismo, 


¿ dual completa en n variables cada variable toma el valor 0 6 1, 
0 y todos los demás valdrán 1; 


s son iguales si, y solo si, sus formas canónicas duales respec- 
És decir, consisten en los mismos factores. 


lOs estos teoremas para determinar la función booliana cuando 
meras posibles de dar valores 0 y 1 a las variables. 


FUNCION BOOLIANA 


ción booliana cuyos valores |=[|4w || Fly, 2) 


¿dar el valor 0ó 1 a las va- 1 

17-2. 

1 sugiere que los términos 

de Fx, y, z) son precisa- 

mpleta en tres variables que 
= 1. Por ejemplo, la primera 

como término y la tercera fila 
o. Asi, 


Tabla 17-2 


nz3LU(lenynau(enynau(enynz) 
2)U (ny) 


Análo És que aparecen en la forma canónica dual de F(x, y, 2) son precisamente 
los de la form completa que tienen el valor O cuando Fíx, y, z) = 0. Tenemos 


(Uy U2¿N(2UYU2)N(UYUZ2N(rUY UU) 


Véase Problema 10, 


'booliana F en forma canónica o canónica dual, para pasar a la otra forma 
las dos reglas para hallar el complemento; si bien el orden en que esto se haga 
puede ser cualquiera, a veces un cierto orden exige menos cálculo que el otro. 


Ejemplo 6: Hallar la forma canónica dual de 
F=tkoyaruiinyozulenyoz)U(Rorndu(enyina) 


Aquí es F=(pnynzulrnyozu(rnynz) 
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(la unión de todos los términos de la forma canónica completa que no aparecen en F) y 
F = (FY = (rUyuz)n(ruy uz) n (ru y' Uz') (por el Problema 4) 
Véase también Problema 11. 


El procedimiento para cambiar de la forma canónica a la forma canónica dual y viceversa puede 
utilizarse también ventajosamente para simplificar ciertas funciones boolianas. 


Ejemplo 7: — Simplificar: F = [(yn=)U(yYonzja(Enyu(nzau(eny 2) 
Hágase F, =(yn2)U(yN2) and F,= (enayu(nzau(iny nz). 

Entonces, F, = (£OYN2)U(EOYAZUEAYADUiANY na 

Fi¡=(Poynagutenyaz)uienynauU(enyinz) 


y FP, = (*UYUN(UYUAINFUYUIN(PUYUZ 
Asimismo. Fa = (FOYNDU(EAYALU ENYA JUleny nz) 

F¿=(Poyor)u(lenynau(enynau(nynz) 
y F¿= («UYUINFUYUAN(WUYUAN(uy ua 
Con loque P-= F,nF;, 


=drUyUzn(ruyuz)Nn(UyuUzn (rr uyuaz) 
nWuyuan(ruy uz) 
Pero entonces F= (UYUAN(AUYUZ) 


y F=(Poynz)u (Enya = 0 (yz) una] 


RELACION DE ORDEN DE UN ALGEBRA BOOLIANA 


Sean U= (a,b,c) y S= (8, A, B,C, D, E, F,U) con A = la), B= (b), C = (c), D= [a,b], 
E= la, c), F= (b,c). La relación C definida en el Capítulo 1, aplicada a 5, satisface las leyes si- 
guientes: Ñ 

Para cualquier X, Y, ZeS, 


(a) XCX 
(0) SiXC YyYCXX=Y. 
(e) SIXCYyYCZ,XCZ. 
(d) SiXCYyXCZ,XC(YNMZ). 
(e) SiXCY, XC(YUZ) 
Y) XC Y si, y solo si, Y CX” 
(€) XC Y si, y solo si, YU Y = Y o la equivalente XN Y = Y. 
Las tres primeras leyes dicen (véase Capítulo 2) que C efectúa un orden parcial en S que se ilustra por 


Fig.17-1 
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Vamos a definir ahora la relación C (léase «bajo») en un álgebra booliana 4 por 
aCb si, y solo si, alUb=b o su equivalente a) b'=0 
para cualesquiera a, be 2. (Nótese que esto no es más que otro enunciado de (g) en función de los ele- 


mentos de %.) De lo que se sigue de inmediato 


(a) aCa 
(by) SiaCbybCa a= 
(ci) SiaTbybEc, pep 


así que C define un orden parcial en 2. Se deja al lector demostrar que 


(di) SiaCbyaCc, entonces aC (bc). 
(e) Si aCb, entonces acóU c) para todo ce 8. 
Yi) aC ósi, y solo si, "Ca". 


En el Problema 12 demostramos el 


Teorema TIL Para cualesquiera a, be 4, a U b es el extremo superior y a (7) b es el extremo inferior 
de a y b. 


De lo que se deduce fácilmente 


Teorema IV. 0CbC1 para todo be Y. 


ALGEBRA DE REDES ELECTRICAS 


El álgcbra de las redes eléctricas es un ejemplo interesante y de mucha importancia del álgebra 
booliana (véase Problema 15) de los dos elementos 0 y 1. Aquí nos limitaremos a estudiar el tipo más 
sencillo de redes, que es una red con solo interruptores. La red más simple de esta clase consiste en un 
hilo con un solo interruptor r: 


— AÁAÁAÁAÁA<Á 


Al cerrar el interruptor, con lo que la corriente fluye por el hilo, damos el valor 1 a 7; si el interruptor 
está abierto y no finye corriente por el hilo, damos el valor 0 a r. Asimismo, daremos el valor 1 ó 0 a 
toda red según que la corriente fluya o no por ella. En este caso sencillo la red tiene valor 1 si, y solo si, 
r tiene valor 1 y la red tiene valor 0 si, y solo si, r tiene valor 0. 

Considérese ahora una red que consiste en dos interruptores r y s. Si se conectan en serie: 


— rr ——. — 
Fig. 172 


es claro que la red tiene valor 1 si, y solo si, r y s tienen valor 1, en tanto 
que la red tiene valor O para todo otro valor 0 ó 1 dado a r y s. Así que esta 
red se puede representar por la función F = Ffr, s) que sigue la Tabla 17-3. 
Se halla fácilmente F = r (fs, Si se conectan en paralelo: 


Tabla 17-3 
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es claro que la red tendrá valor 1 si, y solo si, al menos uno de los r y 5 tiene 


valor 1, y la red tendrá valor 0 si, y solo si, ambos r y s tienen valor 0, Esta 3 

red se puede representar por la función F = F(r, s) que sigue la Tabla 17-4. 1 1 

Encontramos fácilmente F = r U s. Para las varias redes con tres interrup- 1 1 

tores, véase Problema 13. 0 1 
Empleando más interruptores, pueden componerse redes de natura- o o 

leza más complicada; por ejemplo, Tabla 17.4 


TAR RW 


Fig. 17-4 


La función correspondiente a esta red consiste en la intersección de tres factores: 


(rUS)NEN(LUYUw) 


Hasta aquí iodos los interruptores de una red se han supuesto actuar independientemente unos 
de otros. Dos o más interruptores pueden, no obstante, estar conectados de modo que (a) se abren y 
cierran simultáneamente o (5) el cierre (apertura) de uno abra (cierre) todos los demás. En el caso (a) 
denotaremos todos los interruptores por la misma letra y en el caso (b) denotaremos uno de los inte- 
rruptores por r, por ejemplo, y todos los otros por r”. En este caso, toda letra con tilde tiene yalor 0 si la 
letra no tildada tiene valor 1 y viceversa. Así la red 


Tre y e —e t 
t 
pines 
, 


Fig. 175 


consiste en tres pares de interruptores: un par, en que cada interruptor está denotado por ?, abre y cierra 
simultáneamente, y los otros dos pares, con los interruptores denotados por r, r' y s, s', son tales que en 
cada par el cierre de un interruptor abre el otro. La función correspondiente es básicamente una unión 
de dos términos cada uno con las tres variables. Para el hilo superior tenemos + (1 s' (7 £ y para el in- 
ferior (1U' s)M r'. Así que la función que corresponde a la red es 


F= (rnsnsgu[tus)nr] 
y lá tabla que da los valores (propiedades de cierre) de la función es 


Ea 7 
1 1 1 0 


Shronoo 


0 
0 
1 
1 
o 
1 
1 
o 


Sosrnona 
coronon 
orkoor=o 
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Es claro que la corriente fluirá por la red solamente en los siguientes casos: (1) r y 1 cerrados, s abier- 
to; (2) s y 1 cerrados, r abierto; (3) s cerrado, r y t abiertos; (4) £ cerrado, r y s abiertos. 

Para un análisis más detenido de las redes serie-paralelo será útil saber que el álgebra de tales redes 
es un álgebra booliana. En términos de una red dada, el problema es éste: Supóngase que Fes la función 
(de interrupción) asociada a la red y supóngase que mediante las leyes del álgebra booliana esta función 
se cambia en su forma a G asociada con una red distinta, ¿Son intercambiables las dos redes? O, en otras 
palabras, ¿tienen las mismas propiedades de cierre (la misma tabla)? Para decidir esto, consideremos 
primero las Tablas 17-3 y 17-4 junto con sus redes asociadas y funciones asociadas r (A s y r Us res- 
pectivamente. Al formar estas tablas hemos comprobado que los postulados (1), (ii), (iv) para un álgebra 
booliana valen también para un álgebra de redes. Para el caso del postulado (iii) considérense las redes 


a a a pas 
boo Gb Lost 


E] 


Fig. 17-6 
A 
que COrTESpOoI S tidad booliana a U (bM e) = (aU b)N (a U c). Es claro entonces por la 
a 
ul 


aui(bne lau» (au e.) 


co. on. la 


Tabla 17-6 


rables. 
del caso de la identidad booliana 


an(bue) = (anb)u(ance) 


álgebra de redes es un álgebra booliana 


las tres primeras y la última columna de la Tabla 17-5 son dadas y que se 
ga las propiedades de cierre dadas. Mediante las filas en que F = 1, obtenemos 


UOsayu(rnsnturnsnt 


(red) de la cual se originó — ros 
ed de la Fig. 17-5 es innecesa- 
ede cambiarse por la red más 
—e e 


Fig. 177 


= (r0s)U (sent) 
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Nota. El que uno de los interruptores de la Fig. 17-7 esté denotado por r', no habiendo interruptor 
denotado por +, no tiene aqui importancia. Si le queda al lector alguna duda en esto, intercambie r y r' 
en la Fig. 17-5 y obtenga F= (rMs)U (s' NM 1) con el diagrama 


Ai 


Fig. 178 
Véase Problema 14. 


Problemas resueltos 
1. Demostrar: U y ( son asociativos, es decir, que para cualesquiera a, b, ce 8 
(aUdUE=aUPBUL) y (anmbNe=an(bno (4 
(Véase 1.8-1.8”, Capítulo 1, página 5.) 
Sean x= (aMB)N e y y =aM(b e). Vamos a demostrar que x = . Por (iii) y (3), 


aUuz=au(lanb)ne] a U (a n b)] n (au e) 
=an(aUe) =a=au[an(bno] = aUy 


y aUx=“U[UNbNe = [“U(AND)] (AVE) = [(a*U An (AU d)] n (ar Ue) 
= [10(4UD)] (Ue = ('UBN (Ue =aU(NO) 


= (UAn[cu(bnao) =“uU(LN(bNe] = UY 
Luego (aUz)N(a Lx) = (auy)n (a' Uy) 
(ana)Ux = (ana)Uy 


y z=y 


Se deja al lector mostrar que, en consecuencia, se pueden insertar paréntesis a voluntad en a, U az U ==*U a 
yanaNn::: Na, 


2. Demostrar: Para todo ae 2, en elemento a' definido en (iv) es único, 


Supóngase lo contrario, es decir, que para todo a e Y existan dos elementos a', a” € % tales que 


ava =1 ana =0 
aya” =1 E ana” =0 
Entonces, a =10n4 = (Une = (Nau (na) 
= (ana) una) =n(Ua) =a nl =a" 


y a' es único. 
3. Demostrar: Para cualesquiera a, be 3 
(LU) =4nbY y (AM = «Ub (8) 
(Véase 1.11-1.11”, Capítulo 1, página 5.) 


Como según el Problema 2 existe para todo x e Y un único x' tal que xU x' = 1 y xP x' =0, solo nece- 
sitamos comprobar que 


(Ub Und) = aubua] o [aub Ue) = (lava) UN aL ou) 
(1ubin(avl) = 1n1= 1 
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y que (lo dejamos al lector) (1U»MN (Nh) =0 
Utilizando los resultados del Problema 2, se sigue fácilmente que 

(Ud U+** UVa)” = aNan--- na, 

y (Nan -=-=na,)' = ajUazU ++ U a, 


4. Demostrar: (a') = a para todo ae 9. (Véase 1.1, Capítulo 1, página 5.) 
(ay =10(4Y = (aLA)IN(aY = [an(e)|u ja n(a)] = lentay] uo 


=0U (an (4)] = (00) U [en (ay] = anjarU(ay] =anl=a 


5. Simplificar: [2 U(2" Uy)] N [z U (y n 2). 
[EuíUyN]nlzu(WO21] = feuleny]oizUWua] =20feu(yual = 2 


6. Obtener la forma canónica de [xU (x"U»IN[xU 0'N2)7. 
Utilizando la identidad del Problema 5, 
Euruyinizu(wuna" == 0(Yuy)n(zuz) 
= (kninauUieEnyaadu(ianyna)u(zny nz) 


7. Demostrar: La forma canónica completa en 3 variables es idénticamente 1. 
“Primero, mostramos que la forma canónica completa en 2 variables 
Engpuenyu(irnyu(ny)= lenyuíza y) y [ny u (en y) 
= (en (yUy)] U ln (uy) 
= (U2N(wUyY) =1n1=1 
Entonces, la forma canónica completa en 3 variables 
lenyazu(enynMulenynzau (ny) 
vlenynav(enynzru [Rnyazuik'nynz) 


= (Eopu(enyu(nyu(ny)ntuz)=1n1=1 


8. Demostrar: Si en la forma canónica completa en n variables, a cada variable se le da arbitraria- 
menie el valor 0 ó 1, entonces solo un término tendrá valor 1 y todos los otros tendrán valor 0. 


ados los valores a las variables X;, X» . - - » Xy El término cuyo valor es 1 contiene x, si x, tiene el 
valor 1 asgzado o bien x; si a x, se ha dado el valor 0, x, si x, tiene valor 1 0 x) si x, tiene el valor 0, ...., xa 
six, beme malor 1 0x7 si x, tiene valor O. Todo otro término de la forma canónica completa tendrá, pues, 0 
al menos como un factor y, por tanto, tendrá ( como valor. 


9. Demostrar: Dos funciones boolianas son iguales si, y solo si, sus formas canónicas respectivas son 
idénticas, es decir, consisten en los mismos términos. 

ue dos funciones son iguales si sus formas canónicas consisten en los mismos términos. Recípro- 

¡funciones son iguales deben tener el mismo valor para cada una de las 2" posibilidades de dar 


Además, cada una de las 2 posibilidades para las cuales la función tiene valor 1 de- 
de la forma canónica de esa función. Luego las dos formas normales contienen los mismos 
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10. 


1. 


n, 


13. 
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Hallar la función booliana F definida por 


$ yola F 
1 1 1 0 
td e a 
A 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
la 
oo lido 
o 0 0 1 
Tabla 17-7 


Es claro que la forma canónica de F tendrá 5 términos y la forma canónica dual tendrá 3 factores. Emplea- 
remos la última forma. Entonces, 


F=(UYyU7)NuUyuz)n(UyUz) 


= (yur)n(UyYuUz) = lynreuynuzr= (¿ny)uz 


Hallar la forma canónica de F=(xUyUz)N(rU y Uz). 
Aquí Fo=brnyar)juinyaz) 
(por la identidad del Problema 3) y 
F=(F)=(enyazulenyoaduenyaruirnyaduienyazulenynzr 
(la unión de los términos de la forma canónica completa que no aparecen en FF), 


Demostrar: Para cualesquiera a, be:4, a U bes el extremo superior y a (1) bes el extremo inferior 
de a y b. 


Que 4U bh es un mayorante de a y b resulta de 
au(aUb) =aub=bU(Ub) 


Sea e cualquier otro mayorante de a y b. Entonces, a Cc y b Cc, de modo que ac =cybU e =c. Ahora 
bien, 

(aUbLE =aU(bdUe =ave=0 
Así que (AU 5) C e y aUb es el mínimo mayorante o extremo superior como se pedía. 

Análogamente, a (1) 6 es un minorame de a y b, pues 
(aNbJUA=a y (aANdUb=b 

Sea c cualquier otro minorante de a y b. Entonces, e C a y e Cb, de modo que ca =aycUb=b. Ahora 
bien, pri 

ev(anb) =(cUAN(CUd) =aNd 


Así que cC (a (18) y a 1h es el máximo minorante o extremo inferior como se pedia 


Estudiar las posibles redes de tres interruptores r, s, £. 
Hay cuatro casos: 


(6) Los interruptores están en serie. El diagrama es 
A 


y la función es As MA 
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(ii) Los interruptores están en paralelo. El diagrama es 


bp 


tt — 
y la función es 7 UsUt. 
(ii) La combinación serie-paralelo 
. 
—r 
t 
con función rf) (s U 1). 
(iv). La combinación serie=paralelo 
r 
ss —.t 


con función rU (s A 1). 


14. Si es posible, remplazar la red 


LA 


Fig. 17:90) 


por una más simple. 
La función booliana para la red dada es 
F=(ogutn(“ugalrulnt)) 
raguten [Un (rut) 


=(oguiralsos] = (rusnt 


AE 


Fig. 17-9(b) 


La red más simple es 


233 


234 ALGEBRAS BOOLIANAS [CAP. 17 


Problemas propuestos 


15. Mostrar que el conjunto (0, 1] junto con las operaciones definidas en Y | 0 1 50 1 
es un álgebra booliana. oo 1 y ofo o 
1 1 1 1 0 1 


16. Mostrar que el conjunto (a, 6. c, d) con las operaciones definidas en 


d 
d 
d 
d 
d 


es un álgebra booliana. 


17. Mostrar que el álgebra booliana del Problema 16 es isomorfa al álgebra de todos los subconjuntos de un con- 
junto de dos elementos. 


18. ¿Por qué no hay álgebra booliana que tenga solamente tres elementos distintos? 


19. Sea S un subconjunto de N, y para cualesquiera a, b € S defínase a U b y a (1 b, respectivamente, como el mi- 
nimo común múltiplo y el máximo común divisor de a y b. Mostrar que 
(a) 9 es álgebra booliana si S == (1,2,3,6, 7, 14, 21, 42). 
(0) 2 no es álgebra booliana si S = (1,2,3,4,6, 8, 12,24). 


20. Mostrar que a U (ab) = a (a U 5) sin utilizar el Ejemplo 3, página 223. Establecer la dual de la identi- 
dad y demostrarla 


21. Demostrar: Para cualesquiera a,be%, a U (a' (1 b)=a Ub. Establecer la dual y demostrarla. 
Obtener las identidades del Ejemplo 1, página 222, haciendo 5 = a en las identidades del Problema 21. 
Obtener como en el Problema 22 las identidades del Ejemplo 2, página 222. 


Demostrar: 0'=1 y 1'=0, (Véase 1.2-1.2, Capítulo 1, página 5.) 
Sugerencia. Hágase a=0 y b= 1 en la identidad del Problema 21. 


2. 
3. 
24. 
25. Demostrar: (a (15) U (6 M4") =(aU5)N (a' U b'). Escribir la dual. 
2%. 
27. 


Demostrar: (AUBN(PUAN(V 4=(aNULNU(N a). ¿Cuál es la dual? 


Demostrar: SiaUx=5UxyaUx=bUx'esa=b, 
Sugerencia. Considérese (aUx)N(aUx)=(bUxXIN (LUX) 


28. Establecer la dual del Problema 27 y demostrarla. 
29. Demostrar: Sia()b=afc y aUb=aV o para cualesquiera a, b,ce Y, entonces b= c. 


30. Simplificar (a) (aubNa'Nb' te) [ny uz ntruyy 
(d) (anna uUAuUdy Ue (f) (101 A (UBA (a Ud 
(e) (and uUÍjen (a Ub] (9) (au d) neu] y [bn (a! Ue) 


() [au(¿nAN PU ne) 
Resp. (2) 0, (9) 1, (J (GNU (Dd, (209 (Nany, (ab 


3L. Demostrar; (aUbNíaUe) = (4AMBU(ANCUNS 


= (aUBN(aA4UEN(UE = (Anc U (and) 


32. Hallar a simple vista el complemento de cada una de las siguientes expresiones, de dos maneras: 
(a) enyu(zny) lc) (rUyU2AN(+UYUZ2)N (e U y'U 2) 
(0) enyazu(nyna) (d) (UYUANEUYU) 


33. Expresar lo que sigue en forma canónica y en forma canónica dual en-tres variables: 


(uy, birenyuenny () (eUyn(ruz), (d)znz (e) 20 (y uz) 
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Respuesta parcial. 

(a) Poyozguienyaz)uienyadu(rnynau(nyazr)u(nyna) 
(5) FUYUAA(EUYUAIN(UYUAN(FUYUZ) 

() Ensonduroyardu(inynau(enynz) 

(d) EUFUANEUYUINUYUAN(UYUAN(UyUAn (uy ua 
() FUYUANEUYUAN(«UYUAN (UY UA)N (Uy ua) 


34. Expresar es forma canónica y forma canónica dual en el mínimo número de variables: 


Y (d) Enyadu[evynteva] 
Busajolen(uz) () EUYALUANA(UY)N(Ua 
un fteay un] (O (Enyuíenz)u len) 


ny)u (ny (d) (+UYUAN(2UYUZ)N (e Uy Ur) 
En) (e) (eovynazu(irnyvnz) 
nyanuirnynagu(enyena (A) («UyUIN(E'UYUZ)N(2UY'UZ) 


mo de la forma canónica completa en x, »,z, que tiene valor 1 cuando: 
=L (b) o=y=1,:2=0; (0) 2=0,y=2=1. 

mz, benynz 

la forma canónica completa en x, y, z, 19, que tiene el valor 1 cuando: 
(b) 2==y=w=0,2=1; (0) .=0,y=2=w=1 

w, ()nynanw 

la forma canónica dual completa en x, y, z, que tiene valor 0 cuando: 


==y=1,2=0; (0) 7=0,w 
6) ruyuz 


forma canónica dual completa en x, y, z, w, que tiene valor 0 cuando: 
(8) ==y=w=0, 2=1, (0) 2=0, y 
%, ()uyuruw 


w=1 


tres variables cuyo valor es 1 
5 de las variables son 1 y la otra es 0, 
És de una variable es 1. 


Pulroyazuienvaa, (1) znyuza)U(Wnz) 
És variables cuyo valor es 0 


+ las variables son 0 y la otra es 1, 
de una variable es 0. 


4L 


Fs = (201230 (y u(N2)], Fi = y 
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42, Mostrar que Fy y Fi del Problema 41 se pueden hallar a simple vista. 


43. Demostrar: (di) SiaCbyaCc, entonces aC (Nc). 
(es) Si a Tb entonces aC (bU c) para todo ce 
Y) acó:si, y solo si, Ca. 


44, Demostrar: Si a.be3 tales que a Ch, entonces, para todo ceB, aU(bNc=5N (MU) 
45. Demostrar: Para todo be%, 0C BC 1. 


46. Construir un diagrama parecido a la Fig, 17-1 para el álgebra booliana de todos los subconjuntosde B = (a, b,c, d). 


47. Hacer el diagrama de las redes representadas por a U (a (1 6') y a U b y hacer ver con tablas que tienen las mis- 
mas propiedades de cierre. 


48. Hacer diagramas de las redes (i) (a U 6) 4' Mb" y (il) (a NB Nc) U (a' U d'U '). Construir tablas de pro- 
piedades de cierre para cada una. ¿Qué se puede concluir? 


49. Hacer diagramas de cada una de las redes siguientes: 
0) (LUS$IN (Ud) (a Ub) (ii) [au Bn (eu d)] UÍN (a Y e)] 
(id) (and) u [en (a Ud) (iv) (enbnouAuUyUe 


Mediante los resultados del Problema 30, hacer cl diagrama de la red más simple en cada caso. 
Respuesta parcial. 


a a a 
A e E ld 
1 b vw 


50, Hacer el diagrama de las redes fr U 5) (Us) y (5) U (1 Ns”) y mostrar que tienen las mismas propie- 
dades de cierre. 


Sl... Hacerel diagrama de la red más simple que tenga las propiedades de cierre de cada una de las F,-F, del Problema 41. 


Respuesta parcial. 


ia aio 


52. Simplificar s 
Vel los RITA 
t PP 
(9 + 


10) ret 


st ” 
. not 


Tr—t y 
vs: 
(5) ro— y liv) q, oz 
ys 
s vr yo.z 


Para adquirir práctica y también para comprobar los resultados, se sugiere que (il) y (iv) se resuelvan formando 
la tabla de propiedades de cierre y también por el procedimiento del Ejemplo 7, página 226. 


r 
Respuesta parcial. (1) y (GD + q 
. 
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$3. Simplificar: 


P. Preresr 
r 
q 
? q id 
de H hd 
q r 
PO.goor 
q 
P 
y PO ATA... 


— ys 


Paro gos 


(o) pares 
qe 
q 
por 
Resp. la) 
q 
4 
le) 
q ges 
| 
(0) —p res 
reos 
$4. Simplificar: 


y —— co od 


— 
y P—e Y — d 
yn —. ¿ —e d 


55. Mostrar que la red del Problema 50 permite apagar o encender la luz de una escalera desde arriba o desde abajo 
de la misma. 


56. Desde su garaje, M puede entrar a una de dos alcobas. Obtener la red que permita a M apagar o encender 
la [uz del garaje, bien desde el garaje o bien desde una de las alcobas independientemente de las posiciones de 
los otros dos interruptores. 

Rosp. 


$57. Diseñar una red que permita accionar una luz desde uno cualquiera de cuatro. interruptores. 


A la derecha, clase lateral, 86 
ideal, 104 
A la izquierda, clase lateral, 86 
ideal, 104 
Absoluto, de un número complejo, 
71 
valor, 42 
Adición, de enteros, 39 
de matrices, 164 
de números, complejos, 75 
naturales, 30 
racionales, 60 
reales, 67, 68 
de polinomios, 125 
de polinomios de matrices, 200 
de subespacio, 148 
de transformaciones lineales, 151 
de vectores, 143, 144 
Algebra, booliana, 222 
de clases residuales, 53 
de matrices, 167 
de transformaciones lineales, 151 
lineal, 219 
matricial total, 167 
Amplitud de un número complejo, 
77 


Angulo, de dos vectores, 149 
de un número complejo, 77 
Anillo, 101 
booliano, 112 
cociente, 106 
conmutativo, 103 
de división, 117 
euclidiano, 107 
ideal principal, 106 
Aplicación, 6 
biyectiva, 8 
inyectiva, 8 
recíproca, 9 
sobreyectiva, 6 
Argumento de un número comple- 
jo, 77 
Autovalor, 204 
Autovector, 203 


Base, de un espacio vectorial, 147 
normal ortogonal, 207 
ortonormal, 207 

Bien definido (a), conjunto, 1 
operación, 20 

Bien ordenado, conjunto, 18 

Biyectiva, aplicación, 8 


INDICE 


Característica, de columna, 172 
de fila, 172 
de un anillo, 103 
de un dominio de integridad, 115 
de una matriz, 172, 199 
de una transformación lineal, 151 
Cayley, teorema de, 86 
Cero, 40, 60. 
de un polinomio, 127 
de un polinomio de cuarto gra- 
do, 140 
de un polinomio de tercer grá- 
do, 139 
divisores de, 103 
polinomio, 125 
Cielo, 23 
Clase lateral, 86 
Clases residuales, 53 
Clausura, 19 
Cociente, anillo, 106 
grupo, 88 
Codominio, 6 
Coeficiente, 125 
dominante, 135 
Complemento de un conjunto, 2 
Componentes, de un número com- 
plejo, 75 
de un vector, 143 
Compuesto, 49 
Congruencia módulo m, 52 
Cónicas, 208 
Conjunto, 1 
enumerable, 8 
finito, 8 
infinito, 8 
nulo, 2 
vacio, 2 
Conmutativa, ley, en álgebras boo- 
lianas, 222 
en anillos, 101, 103 
en cuerpos, 117, 118 
en grupos, 82 
en los enteros, 42 
en los números, naturales, 30, 
als 
racionales, 60, 61 
reales, 67, 69, 71 
en matrices, 166 
en números complejos, 75 
en polinomios, 125 
en unión e intersección de con- 
juntos, 5 
general, 19 
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operación, 19 
Conmutativo, anillo, 103 

grupo, 82 
Correspondencia biunivoca, 8 
Cortadura de Dedekind, 66 
Corte, 66 
Cuadrado, grupo octal de un, 92 
Cuádricas, 208 


De Moivre, teorema de, 77, 79 
De Morgan, leyes de, 5 
Densidad, propiedad de, de los nú- 
meros racionales, 62 
de los números reales, 69, 71 
Dependencia lineal, 146 
Desarrollo de un determinante, 182 
Desigualdad, de Schwarz, 149 
triangular, 149 
Determinante, 182 
característica, 204 
Diagrama, de un orden parcial, 17 
de Venn, 3 
Diferencia de conjuntos, 4 
Dimensión, de un espacio vectorial, 
147 
finita, 147 
Disjuntos, ciclos, 24 
subconjuntos, 3 
División, 61, 69, 76 
algoritmo de la, 50, 117, 128, 201 
anillo de, 117 
Divisor, 49, 115, 128 
común (véase también Máximo 
común divisor), 49, 117 
normal, 87 
Divisores de cero, 103 
Dominio, de integridad, 114, 127 
de imágenes de una aplicación, 6 
de integridad ordenado, 116 
de polinomios C[xl, 129 
de una aplicación, 6 


Ecuaciones (véase también Polino- 
mios) 
lineales homogéneas, 181 
lineales no homogéneas, 179 
lincales simultáneas, 178 
sistema de, lineales, 178 
Eléctricas, redes, 227 
Elemental, matriz, 173 
Elemento, asociado, 115 
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Elemento, de un conjunto, 1 
inversible, 115 
al, minimal. 18 
neutro, 19 
primero, último, 18 
Entero gaussiano, 110 
Enteros, 38 
gaussianos, 110 
negativos, 40 
positivos (véase también Números 
naturales), 39 
primos relativos, 52 
Enumerables, 8 
Equivalencia, clase de. 16 
relación de, 16 
Equivalente. por columnas. 170 
por filas, 170 
Escalar, 143 
multiplicación, 143 
producto, 149, 164 
Espacio vectorial, 144 
base de un, 147, 207 
de dimensión infinita, 147 
Exponentes, en un grupo, 83 
enteros, 43 
números naturales, 33 
reales, 70 
Extremo, inferior, 70 
superior, 70 


Factor, 49, 128 
grupo, 88 
teorema del, 128 
Factorización única, teorema de, 52. 
117, 132 
Fila, característica de, 172, 199 
equivalente por, 170 
transformación de, 170, 198 
vector, 164 
Forma, canónica dual, 224 
normal, conjuntiva, 224 
de una matriz ?. 199 
de una matriz sobre 4, 171 
disyuntiva, 224 
polar, 76 
polinómica. 124 
Formas canónicas, de cónicas y cuá- 
diricas, 208 
de matrices, 171, 199 
de polinomios boolianos, 224 
Fracciones, 60 
Función (véase también Aplicación: 
Transformación), 7 
booliana, 223 


Generador, de un espacio vecto- 
rial, 145 


ÍNDICE 


de un grupo cíclico, 84 
Grado, 125 
Grupo. 82 
abeliano, 82 
alternante, 84 
cíclico. 84. 86 
cociente, 88 
cuaternario de Klein, 97 
de cuatermios, 100, 111, 196 
de permutación, 84 
de transformaciones, 152 
diédrico, 92 
octal, 92 
simétrico, 84 
regular de permutación, 96 


Homogéneas, ecuaciones lineales. 
181 
Homomorfismo, entre anillos, 103 
entre espacios vectoriales, 150 
entre grupos, 84 


Ideal (a la izquierda, a la derecha). 
104 
bilátero, 104 
maximal, 106 
primo, 106 
principal. 105 
anillo, 106 
propio, 104 
Idéntica, aplicación, 9 
Imagen, 6 
Impropio, ideal, 104 
subaniílo, 102 
subconjunto, 2 
subgrupo, 83 
Inclusión, en álgebras boolianas, 
226 
en conjuntos, 2 
Independencia lineal, 146 
Indeterminada, 124 
Indice de subgrupo, 87 
Inducción, 31. 37 
matemática, 31, 37 
Intersección, de conjuntos, 3 
de subespacios, 143 
de subgrupos, 84 
Invariantes, factor, 200 
subanillo, 104 
subgrupo, 87 
vector, 203 
Inverso, 60 
Inyectiva, aplicación, 8 
Isomorfismo, 21 
entre anillos, 103 
entre espacios vectoriales, 150 
entre grupos, 85 


Jordan-Hólder, teorema de, 90 


Lagrange. teorema de, 87 
Ley, asociativa, en álgebras boolia- 
nas, 230 
en álgebras lineales, 219 
en los anillos, 101 
en los grupos, 82 
general, 19 
para los enteros, 42 
para los números complejos, 75 
para los números naturales, 30 
31 
para los números racionales, 
60, 61 
para los múmeros reales, 67, 
69, 71 
para matrices, 166 
para permutaciones, 23 
para polinomios, 125 
para unión e intersección de 
conjuntos, 5 
de cancelación, para grupos. 83 
pare los enteros, 41,42 — [31 
para los números naturales, 30, 
para los números racionales, 60 
para los números reales, 69, 71 
distributiva (a la izquierda, a la 
derecha), 20 
en álgebras boolianas, 222 
en álgebras lineales, 219 
en anillos, 101 
en espacios vectoriales, 144 
en los enteros, 42 
en los números naturales, 31 
en los números racionales, 60, 
61 
en los números reales, 67, 69, 71 
en matrices, 166 
en números complejos, 75 
en polinomios, 125 
en unión e intersección de con- 
juntos, 5 
general, 20 
Leyes de los exponentes (véase tam- 
bién Exponentes), 33 
Lineal, álgebra, 219 
combinación, 49, 145 
congruencia, 54 
dependencia. 146 
ecuación, 178 
forma, 178 
independencia, 146 
transformación, 149 
Longitud de un vector. 143, 149 


Matrices, equivalentes, 170, 200 
semejantes, 205 


Matriz, 165, 167 
aumentada, 178 
característica de columna de una, 
172, 199 
característica de fila de una, 172 
característica de una, 172 
diagonal, 171 
elemental, 173 
escalón, 171 
lambda, 198 
forma normal de una, 199 
nula, 166 
ortogonal, 207 
producto, 165 
escalar, 164 
real simétrica, 206 
regular, 172 
simétrica, 206 
singular, 172 
sobre A, 166 
suma, 164 
triangular, 171 
unidad, 166 
Máximo común divisor, 49, 117, 131 
Mayorante, 70 
Mínimo común múltiplo, 59 
Minorante, 70 
Módulo de un número complejo, 77 
Multiplicación, de enteros, 39 
de matrices, 165 
de números complejos, 75 
de números racionales, 60 
de números reales, 67 
de polinomios, 125 
de polinomios de matrices, 200 
de transformaciones lineales, 151 
Multiplicativo, simétrico, 60, 68, 75 
Multiplicidad de una raíz, 129 
Múltiplos, 33, 43 


Neutro, elemento, 19 
wnicidad del, 20 
Norma, 119 
Normal ortogonal, base, 207 
Notación ciclica para permutacio- 
nes, 23 
Núcleo de un homomorfismo, 88 
Nulo (a), matriz, 166 
vector, 40, 60 
Número, complejo, 75, 76 
conjugado, 75 
irracional, 69 
racional, 60 
real, 65 
Números, complejos, 75 
imaginarios, 75 
puros, 75 
irracionales, 69 
naturales, 30 


INDICE 


primos, 49 
racionales, 60 
reales, 65 


Operación binaria, 18 
Operaciones, 18 
bien definidas, 20 
binarias, 19 
Orden, de un elemento de un gru- 
po, 83 
de un grupo, 83 
parcial, 17 
relaciones de, 32, 40, 61, 226 
Ortogonal, base normal, 207 
matriz, 207 
transformación, 207 
vector, 149 
Ortonormal, base, 207 


Par ordenado, 5 
Parte, imaginaria (de un múmero 
complejo), 76 
real (de un número complejo), 76 
Partición, 17 
Peano, postulado de, 30 
Permutación, 22 
grupo de, 84 
impar, 24, 27 
par, 24, 27 
Perpendiculares, vectores, 149 
Plano complejo, 76 
Plenitud, propiedad de, 70 
Polinomio, 124 
anillo de, 125 
booliano, 223 
cero de un, 127 
de matrices, 198 
de tercer grado, 139 
grado de un, 125 
irreducible, 128 
mínimo, 133, 177 
mónico, 126 
primo, 128 
raíces de un, 127 
Positiva, cortadura, 67 
Positivos, enteros (véase también 
Números naturales), 39 
Potencias (véase también Exponen- 
tes), 33, 43 
Primo, 49 
cuerpo, 118 
gntero, 49 
factor, 52 
ideal, 106 
polinomio, 128 
relativo, 52 
Producto, de clases laterales, 88 
de composición, 8 
de composición de aplicaciones, 2 
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de matrices, 165 
de polinomios, 125 
de subgrupos, 89 
de transformaciones lineales, 151 
escalar, 149, 151, 164 
interno, 149 
Propiedad arquimediana, de los mú- 
meros racionales, 62 
de los números reales, 69, 71 
Propio, ideal, 104 
subanillo, 102 
subconjunto, 2 
subgrupo, 83 
Pseudocuerpo, 117 


Raíces, de la unidad, 78 
de polinomios, 127 
de polinomios de cuarto grado. 
140 
de polinomios de tercer grado, 139 
latentes, 204 
primitivas de la unidad, 78 
propias, 203, 204 
Redes eléctricas, 227 
Regular, matriz, 172 
transformación, 151 
Relación, 15 
antisimétrica, 17 
binaria, 15 
de equivalencia, 16 
de orden, 32, 40, 61, 226 
Relaciones reflexivas, 15 
Representación, decimal de núme- 
ros racionales, 62 
trigonométrica de números com- 
plejos, 76, 77 


Schwarz, desigualdad de, 149 
Series de composición, 89 
Siguiente, 30 
Simétrica, matriz, 206 
relación, 16 
Simétrico, aditivo, 40, 60, 68, 75, 
101, 125, 166 
de un elemento, 20 
en un cuerpo, 118 
grupo, 84 
multiplicativo, 60, 68, 75 
unicidad del, 20 
Simple, anillo, 104 
cero, 129 
grupo, 88 
Singular, matriz, 172 
transformación, 151 
Sistemas, algebraicos, 22 
de ecuaciones lineales, 178 
homogéneos, 181 
no homogéaeos, 179 
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Sobreyectiva, aplicación, 6 
Subálgebra, 167 
Subanillo, 102 

invariante, 104 

propio, 102 
Subconjunto, 2 
Subcuerpo, 118 
Subdominio, 115 
Subespacio, 144 
Subgrupo, 83 

invariante, 87 

normal, 87 

propio, 83 
Suma (véase Adición) 
Sustracción, 41, 61, 69, 76 


Teorema del resto, 128 


INDICE 


Teorema fundamental del álgebra, 
29 
Transformación, de columna, 170, 
198 
de fila, 170, 198 
lineal, 149 
ortogonal, 207 
impropía, 20 
propia, 208 
singular, 151 
Transitiva, relación, 16 
Transposición, 24 
Transpuesta, 183 
Triangular, matriz, 171 
Tricotomía, ley de, 32, 40, 61, 68 


Unicidad, del neutro, 20 


del simétrico, 20 
Unidad, 19 
imaginaria, 76 
Unión, 3 
Universal, conjunto, 2 


Valor absoluto, 42 

de un número complejo, 77 
Valores propios, 203 
“Vector(es), 143 

columna, 164 

fla, 164 

invariantes, 203 

longitud de un, 143, 149 

ortogonales, 149 

propios, 203 

unitarios, 147 


Indice de símbolos 


nento de un conjunto 4, 3 
esta de una matriz A, 183 

nante de la matriz A, 182 

“equivalencia, 16 


oluto de a, 42 


22b,49 
'0 común divisor, 50 
'booliana, 222 


de los números complejos, 75 
ra de Dedekind, 66 


o de integridad. 114 
se de Mm, (F). 167 


ato de los polinomios en x con coc- 


ricial total (conjunto de las 
< msobie 9), 167 


los números naturales, 1, 30 


166 
los números racionales, 1, 60 


de los múmeros positivos, 61 


los números negativos, 61, 67 


los números reales, 1, 65 
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Indice de símbolos 


Rx] 


. 


ap 
alo, Bl) 


Anillo, 101 


Conjunto de los polinomios en x con coe- 
ficientes en R, 125 


Conjunto de todas las permutaciones de 
n símbolos, 22, 84 


Cuerpo, 117 
Transformación lineal, 149 


Elemento nentro de un grupo, 82 
Elemento unidad de un anillo unitario, 103 


Espacio vectorial, 144 

Conjunto de los enteros, 1, 38 
Conjunto de los enteros positivos, 39 
Conjunto de los enteros negativos, 40 
Enteros módulo m, 53 


Número complejo, 75 
Elemento cero de un anillo, 102 


Conjugado de un número complejo z, 75 
Aplicaciones, 6 

Polinomios, 124 

Es elemento de, pertenece a, 1 
Vectores unitarios, 147 
Vectores, 143 

Vector nulo, 143 

Conjunto, 1 

Está incluido en, 2. — 
Conjumio vacío, 2 
Intersección, 3 

Unión, 3 

Aplicación, 6 

Aplicación biyectiva, 8 


Congruente con, 52 


+ Este libro, dedicado al estudio de sistemas icos, tiene por 
fin, servir de complemento a los textos corrientes, o bien ser utilizado 
como texto, por sí solo, en cursos de álgebra abstracta moderna a nivel 
medio superior. 


+ En los dos primeros capítulos, se trata de los componentes 
«fundamentales de los sistemas algebráicos —conjuntos de elementos, 
relaciones, operaciones, aplicaciones —. En el capítulo 3, comienza con 
los postulados de Peano para los números naturales y se completa con la 
deducción de sus propiedades más sobresalientes. Y 


+. El primer sistema algebráico —el grupo— se estudia'en el capítulo 


9; se examinan las clases laterales según un subgrupo, los subgrupos 
invariantes y sus grupos cocientes; y el capítulo termina con el Teoremá 
de Nordan-Hólder para grupos finitos. E Te 


+ Los capítulos 10 y 11 tratan de los anillos, dominios de integridadl 
- y cuerpos. A continuación, en el capítulo 12 se estudian los polinomios 
sobre anillos y cuerpos a la vez que algunos conceptos de la teoría 
elemental de ecuaciones. En el capítulo 13 se trata el tema de los espacios 
vectoriales, en el 14 se trata el álgebra de las transformaciones lineales en 
un espacio vectorial de dimensión finita, que conduce naturalmente, al 
de matrices. en el 15 se tratan los polinomios de matrices como 
un ejemplo de anillo de polinomios no conmutativo. En el 16 se definen 
formalmente las álgebras lineales. En el capítulo final se exponen las 
álgebras boolianas y se indican las importantes aplicaciones que tienen en 
circuitos eléctricos simples. 


